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言 


发展方程 (Evolution Equation), 又称演化方程或进化方 
程，广义地说，是包含时间变数 * 的许多重袈的数学物理偏微分 
方程的统称，在物理、力学或其他自然科学中用来描述随时间而 
湞变的状态或过程.狭义地说，它是指可以用半群方法化为一个 
Banach 空间中的抽象常激分方程的 Cauchy 问题来处理的那些 
数学物理方程.波动方程，热传导方程、 Schtbdingtt 方程、流体 
动力学方程 M 、 KdV 方程、反应扩散方程等等以及由这些方程}里 
过适当的方式稱含起来的神种辋合方裎组，都属于发展方程的范 

对线性的发展方拜 s 例如对波动方程、热传导方程及 Schrtt - 
dinger 方程等，我们知道，只要初值适当光滑^其 Cauchy 问题的 
解也必具有适当的光滑性，而且在整个半空间 * 為0上是整体存 
在的_作为一个最简单的例子，对 F 述的 Cauchy 问题 

m _ 0， （1) 

1 ， — 0 : U — ipix) % ⑺ 

易知其解为如下的右传播波 

« — — I). (3) 

显然，此解在 * > U 上（实际上还在整个4平面上)是整抹存 
在的，而且和初值有同样的正规性. 

但对于非线性发展方程，情况就根本不同了. 一投说来，非线 
性发展方程的 Cauchy 问题的整体经典解通常只能在时间 * 的一 

个®部范围中存在，即使对充分光滑甚至还充分小的初值也是如 
此;相应地，解在有限时间内会失去正规性 》 而产生奇性(觯本身或 
其某些导数趋于无穷)，这一现象祢为解的破裂 (blow up) p 为了 
说明这一点 * 我们给出 卜囱的 几个简单的刺子， 


■ 



例 1 先著非线性祜微分方裎的嘖肜.考察如 F 的 Riccarl ^ 
程的 Cauchy 问51 


易知其觯为 


于是若 



(4) 

(5) 

⑹ 


⑺ 


则当丄时 ，魷有 +«> i 从而解发生破裂，而不能钜 ？ >0 

岣 - 

上整体存在 • 这时， R 能在时间区冏上得到 Cauchy 问 


题 （4)-(5) 的局部解. 

例2考察 Cauchy 问题 



C 8 ) 

( 9 } 


在此 Cauchy 问题的经典解 (C * 解）«0, 0餘的范 
围内，邛由 


-- J u(t^ x) ( Kl) 

dt 


定义其特 征线. 由方程 Oh 沿任一特征线有 


du 

dt 




即“在 每一特 征线上保持为常放、从而由（⑽)式可知特证线必为 
直线.于是，过初始轴上任一点 CK) 的特征线方程为 

x — <p{a)t + a t 


在其上 


02 ) 



(【3) 


璏甲 OO 的 C 機 宵界. 在，®较小时•寄 

-^ x 十 1 > 0 ， （ 14 ) 

da 


故可由 （12) 式反解出 

<t — x) t (15〕 

再代人 （13) 式，就 M 得到 Cauchy 问 ll ( SV ( 9 ) 的局部经典解 

u _ 屮 Jc )), (16) 

这 i 兑明： auchv 问 T (8)-(9) 必々:在唯一的局: f ; 经驵解 ■ 

但 R 要中 O ) 不是一个单调不减函数，必含&初始轴上的两点 


(0|0*) & (!>，〜）•隱 


<11 <； rti , 


m 


^( a t ) > < p ( aj) a 


这样，过此二点的持征线 

x ** fpC ^ + a 


07) 

(18) 

(m 


及 

jr — ipia^it 4- (: G) 

必泎专限时间内桕交 - ft 交点处的解值鱿不吒唯一碓定.这说明 r 

m 

此时 Cauchy _ ( S )-(9) 决不4能>0上合在嵆体经典 
姑、 而必 A : 有限时 W 内出现解的破裂（迮力学上对砬于詉波的形 

成） ■ 


例3名察如下体线性热传导力程的股含扨边偵问题 


du 

— Au ^ 

C 21) 

dt 


du ^ 

* o t 

(22) 

dn 

V 

■IH 

t ， 

o ：« ~ < pCO , 

(23) 


这十，求解区域是柱形区域0 _( O , co ) X 0, 甘蜊边界为 >：• (0, 
oo ) X 1 , mu 为化中的舍界区頊， r 为其边界, Ji 适当光衧， 




典解的整体存在性一般是无法保证的.这是非线性发展方程区别 
于线性发域方程的一个 i 要的特点. 

但另一方面，在一些特殊的条件下，对非线性发展方程仍然可 
以得到整体经典解.事实上，在例1中，若初值 

^ < 0, (33) 

则解就在 < >0上整体存在，且当 £—+00 时，衰减为琴.在例 
2 中 ，若 (p 00 是 z 的单调不减函数，即有 

屮> 0， Vx € R | (34) 

则过初始轴上点所作的特征线 族在* 增加的方向是发散的，永不 
会在 £ > (3 上相交 5 此时对任何 < > 0, 均可从 (12) 式反解得 (15), 
从而得到在 £ > 0 上的整体经典解 C 16), 此外，在空气动力学 
中，两个疏散单波的干扰 间题也 提供了一个在£為 0 上存在整体 
经典解的重要的实例， 

通过上面的讨论，我们可以看到，对非线性发展方程而言，应 
该考察下面两方面相辅相成的问题. 

(一） 在什么条件 F , 所考察的非线性发展方程的定解问题 
(包括 Cauchy 问题，各种混合初-边值问题及自由边界问题存 

在着唯一的整体经典解.并在此基础上研究解的整体性态，特别 
是当 +co 时的渐近性态. 

(二） 在什么条件下 I 所考察的非线性发展芳程的定解问题不 
存在整沐经典解，而必在有限时间内发生解的砬裂 现象. 并在此 
基础上深人考汽轵在破裂点的性态，例如究竟是觯的本身还是解 
的某一阶偏导数首先发生破裂，解在破裂点的奇性特征以及破裂 
点集的性质等等. 

研究这两方面问题的意义是 fS 明 显的. 对一些藍要的数学物 
理方程的解的整体性态(例如解的稳定性等）的研突以及有关的数 
值求解方法的讨论，都要以解的整体存在性为的提.另一方面，如 
果发现解会在有限时间内破裂，而这种破裂的性态不是栢应的物 
理模货所允许的，就反过来说明所归结的数学模型有问题，而必须 
加以#改；如果这种破裂现象的出现对所考察的物理楔型是允许 


m 



的 1 由于相 Q 的物理过程决不会中止于菜一时刻，必定要继续发 
展1找们竑必须 {± - 彳、€ r 的函数类中来考察问题的解（例如对空 
气动力学方程组、就要考虑到出现激波的可能性，而在包含间断性 
的函数类中求解 ）_ 

对非线性发展方程的经典解的整沭存在性的研究1已经4了 
很多的结果，并已发展了不少有效的处理方法，例如紧致性方 
法、单调性方法、半群方法、补偿紧致方法等等.但 虫于发展方程 
包含的范围十分广泛,非线性的具体特点又多种多样，问时如上所 
述往往只能在一些相当特殊的条件下才能得到经典解的整体存在 
性，因此，已有的不少结果往往只是针对某一特定的物埋換型，对 
菜类具休方程的定解问蹰而得到的，总的说来结果还显4比较 
各碎，远未形成一个相与一般的理论 * 

冃广十 年代初开始，对非线性发展方程的经典解的整体序在 
性的研究提出了一套新的处理方法，就是在通常对解的能⑯估!十 
的％础 b ， 再利甩相应的线性齐次方程的解在 + oo 时的 
m 减性质，并将两者有机地结合起来，就可在一定的条件下，在小 
初值的情形得到经典解的整体存在性，且说明解在 I — +03时仍 
具有一定的衮减性+ 

线性齐次方珲的 W 在£ — + CO 时的; H 威性在 J 、 初直情形会导 
致相应的非线性方程的解的整体#在性及在 f —+ oo 时的袞烕 
性,这东常微分方程的情形 是一个 熟知的 事实. 亊实上，对常澉分 
方程组 


dx 

d7 


― fOO, 


(35) 


其一次近似，即栢5的线性齐次方秤组为 




(36) 


其中 


A — V/(0) 


(37) 


若3的一切特征值均具有负的实部，此线性齐次方程组 C36； 



的觯在 r — + co 时就具有指数衰减.此时由 常微分 方程的渐近稳 
定性定理，只穸初值适当小 * 方程组 （35) 的解必生* > 0 上 

体存在，且在 f 4 时裒减 W 塔. 注意到 

fOO -* A 十 OCW 1 )， (38) 

原方程组 (35) 封视为线性齐次方程组加上高阶摄动项 F 7 的结果. 
这说明在常微分方程组的情形，若线性齐次方程组的解具指数衰 
减，则加上高阶摄动项后的非线性方程组的具小初值的解必在 
* 上整体存在，且在时仍具有衰减性. 

这样，上面所说的这一套新的处理方法，实际上4以看成是甞 
微分方程的渐近稳定性理论在偏澉分方程情形的推广.但一 fe . 兑 
来，在偏娀分方程的情形，相应的线性齐次方程的解即使在 
+ co 时有衰减 ，岜 峙能不是指数型的衰减，而只是多项式型的代玫 
衰减，而且其衰减的速度往往和空间变数的缍数〃有关(一!2说采, 
维数愈髙，衰威性质愈好），和用这一衰减性，仍司在 h 初逾的情 
形对相应的非线性发展方程得到经典解的整体存在性及在 
+ 00 时的衰减性.这里所考察的非线性发展方程，可以是在相应 
的线性发展方程上加上任惫的二阶或二阶以上的非线性摄动项而 
得到的，因此可以对相3—大类非线性发展方锃浔 到统一 的结果 * 
这是以注其他一些处理解的整体存在性的方法所不及的.但这一 
方法也有一个较大的限制，即通常只能对小初值的情形得到结果， 
而且由于袞减性质和空间维数有关，往往要对空间维数加以一 
定的限制（维数如果太低，觯可能不试减或故减程度不足以保 i 正解 
的整体存在性）. 

在本书中，我 ill 将系统介绍上述处理柊体绫典解存在性的方 
法及相应的结果.限于篇幅，并为了方便地说明这一方法的实质， 
我们仅对非线性热传导方程和非线性波动方程这二类在应用上常 
见的方程进行讨论，而且兒限于考察这二类方程的 Cauchy 问题. 
对其他_些类型的非线性发展方程以及各种类型的稱合方程组， 
对内、外区域上的混合初-边值问题等、原则上均可以类似地进行 
讨论，但在本书屮将6尸涉及.关十濕的破裂现象，在本书中也将 



P 提及有关的结果，而不作具体的 讨论. 但对所有这迕，我们都将 

在书末给出一个尽崎能完全的文献 g 斌，以供有兴趣的读者 盘阅、 
参考. 

本书中 所叙述的有关整体经典解存在性的结果，除包含了作 
者自己的一些研究成果外: r 其余都是在 S. Klaiairman [1,2,6], 

S. Klainerman 和 I G, Ponce llj 及人， Maf&amura [2 ] 等几篇 

新近的著作中所得到的结果，但在处理及叙述的方法上 ，却 和这几 
篇著作以及传统的做法有较大的不同和明显的改进， 

我们知道.非线性冋题的解往往是不能直接求得的，通常必须 
先对…类较易处理的逼近问题求得原问题的近似解，然后通过对 

近似解建立适当的估计式，再过渡到极限而得到原非线性问题的 
解.在 S h Klainerman [1 一21中，为了得到 Cauchy 问题的 S 

次近似解，并保证其在格个求解区域 * > 0上的收敛性 s 利用了 

■ 

Nash-Moser-Hdrmander 迭代格式.这一方法对处理在普通迭代; 

过程中导数发生损失的问题是相当有效的，但整个讨论显得栩当 
复杂,而且在 Cauchy 问题的情况并不是必要的•在& Klainer- 

man [6] t S. Klainerman 和 G, Pcmce [ 1 ] 及 A. Matsurraira [21 

等工作中. R ] 采用了局部解延拓法来证明 Cauchy 问题的整休经 
典解的存在性.屌部解延拓法实际 t 将整个证明过程分为二步:第 
—步先通过近似解序列在关于 * 的局部区域上的收敛性，来潯到 
局部解的存在性; f 二步再利用对解建立适当的一致先验估计式， 
将局部解延拓为整体解.和前一种方法相比，局部解延拓法显得 
更为自然，而且也比较简便和清楚，这是目前证明整浓解存在性的 
一夂 常用的方法.特别在咼部解的存在性为已知的情况下，采用 
这一方法的优点更为突出.但如果要完整地写出证明的全过程，工 
作錄仍然是相当大的 * 

在本书中，我们对处理这类整体经典解的存在性问题,建立了 
一 套简明而规格化的处理方法，既避免了使用复系的 Nash Moser- 

li 

Hormandcr 迭代格式，又无须先证明局部解的存在性，就可直接证 
明猹体经典解的存在性，并同时得到解在 *4+°° 时的衰减性质， 

» Vlli * 



为此我们引入一个同时体现了解的能量估计及解的衰减性的函数 
空间作为迭代的基本空司，只利用简单的迭代格式和普通的压缩 
映象原理，鱿可直接证明近似 解的甲 列在整个求解区域£ > d 
上的收敛性.这里对非线性问题的整个讨论只 S 建立在相应的线 
性问题的基础上，即只浯要利用相应的线性问题的解的存在性及 
能 S 估计式，以及相应的线性齐次句韪的解当 I - +0 G 时的衰减 
估 计式. 可以看到,采用本书中所用的框架来外理问题，不仅使整 
个证明过程得到很大的简化（整个证明的工作 M 和证明局部解存 
在性时大体相当），而且可以清楚地理解这一方法的实质，有 
利于将这一方法应用于更广泛的范 

在本书中全部讨论所用的主要工艮是 Sobolev 空司的理论， 
包括有关的插懺理沦.凡是涉及这方面的内容， 涂 有时怍必要的 
说明外，均不加证明地直接引用，读者如有需要可查阅有关的参考 
书籍.除此以外的内容，都是尽可能自封的.熟悉 Sobolev 空间 
理论的读者，阅读本书应该不会遇到原 !JU 上的困难.需要指出的 
是，本书对有关乘积函数和 S 合函数在 Sobolev 空间中的一些估 
计式，作了相当荛统的归纳、整理和推广.这不仅 H 接满足于本书 
中所讨论问题的需要，而且对研究其他各种非 M 性句题也都会经 
常地发搾作用. 

本书中的一部分内容，曾于1985年下半年在复旦大学作为研 
究生课程加以诜授.接着，又于年上半年在南幵数学研究所 
的偏敵年活动中作为一门寡本课程讲授了本书的大部分内容，收 
到了曳好的效果，并在此基础上修改定稿. 复目大 学偏微分方程 
研究方向的些硏究生和來自全国各地的很多数学工作者（包括 
教师和研究生）在作者汫授该课程时给予了热情的支持和协助，南 
京空军气象学院的其思训冏志还帮助作者誉清了全郞书榀，：&此 
一 并表示深深的谢意. 

限于作者的水平，书中不妥甚至错误之处在所难免，恳请读者 
批评 指正， 作者 

— 5 九八六年/、月七 B 
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第一章翡线性热传导方程 


51引 言 

在本章中，我们将考察《维非线性热传导方程的 Cauchy 问 

m 

| W, — Ak ^ F { u y tJ z u ^ O \ u ) (△ ■ f ^ (l.i) 

If — U ： u — (f(^> 0? ■( 々 ，*•，^)), (1.2J 

这里记 

£>W (〜_，-.，》,■) — {u M . y i ■ “… » «), (L3) 

Oi« — i> J ™ I，… ，《)• (L4) 

令 

i - (it Uf)“ 一 l … _»;(: 叹)， 4 0 U …， 《), Ci-5) 

假定方程 （u) 中非线性项 f — pa ) 在 x - o 的一个邻域中适 

8a 

当光滑，并满足如下的条件 

F(i )-0( m〜)， (L6) 

其中《 > 1为整数. 

注 U 对于形式上更为一般的非线性热传导方程 

I 

吣一 I a f f{u f D M u 3 Oi — F(u f D t u 9 (L7) 

总可将其改写为 

«i — S J 0)， … ^ H**y D k m ， D\ u) (IS) 

ip/™ 1 

的形式 ，其中 P 满足 1 时的 （15) 式.再经过一个自变数的可 
逆变換，就可以化到肜如 0-1} 的方程>但 (L6) 式中的《 _里. 



关于 Cauchy 问题 ai)-(!- 2 ) 在，>0上的整汴羚逸解的 
存在唯-蚱， 笛先由 S. Klainerman ([21) f 1932半借助于他 
传导方程解的奴当 * 4+00时的袞减佔计以及能 W 
估计式，钊用 Nash-Moser Hsrmander 迭代，在 t 述一般的扁取 

下证明了如下的结采： >5空间 的维数〃满 足杀件 



则在小初值的倩形（即设 TO ) 在某毕 Sobolev 空间中的范数适 
当小）， Cauchy 间题 （1.1 )-(12) 在上恒存么唯一的粕 
体经典解,并当， —+ ⑵时具有相应的衰减性质，兹;3, 1 Klai 
nerm 扣和 G . Ponce ([ t ]) 又浐1983半利用局部轲延拓法恃 

到 同样的 结果， 

注意到如果在上述死明中进一步利用热传导方 W 解的 KK *) 
范数容* —+ CO 时也呉有贫减性，那么还吋以将结果加以改进.郑 
宋襁和 陈韵梅 （[U 2 ])及 G . Ponce ([!]) 差不多同时独立址 
明了；只要空间缒致》满足条件 


( 1 . 10 ) 

0 

上面的结聚軚可以戍疒 a — 1这一特殊 (H 也是最 具有笛 要性 
的怙形.由 （1^0 A 要求空间维数》>5,而按式 R 要求 
3,结果有了 明巧的 次进，，但当《> I，例如《 = 2或3的情 
形，由 （ 1 J) 式及由 （ I ■ 1 0) 式所得的对空誠数«的赛求实_上 
是一样唞实上 ，由（ I. 9 )式所给出的空阅维数"和之间的紙 
赖关系可见 下衷. 


而由 （ 1 . 10 ) 式所给出的空间维效《和《之间的依赖关系则见下 
页表 • 





为了得 (1,10) 式所示的结果^ G . Ponce W 用了郎解延拓法， 
而郑宋穆和陈韻梅则仍采用了 Nash Mose - Hormaiider 迭代的 

手续 • 

这弔指出，由 （1.1 W 式所示的对空別维数〃的限 W 是必要 
的，寧实上 ，对一 个特殊形式的 Cauchy 间题 



H . Fujiu ([ U ) 及 F . &• weissler (( 1 j ) 已先后分別证明了在 



CM2} 





( M 3) 


这两种情形即使对于小初值也不一定能在£ > 0上行 S : 整体经 
典解，而可能发生解的破裂现％. 

在 本章中 ，我们将利用在前言中所述的方法，比较简 彳 地证明 
在假设 ( no ) 下具小初值的整雔经典解的在唯 一性. 同时，在 
非线性右端项 f 不显含》的特洙情彤 v 用类似的方法简单地证明 
了郑末椁 ([3 D 首先得到的下述 结论： 此时对空间维数《 > 1无 
需加以任何限制， k 可以得到同样的结果 If 见李大潜、陈韵梅 

U1). 


§2 «维热传导方程的 Cauchv 问题 


我们知道，对下述 a 维开次热传导方程的 Cauch > 问题 


{ u t — Au ■ G f A *■ —- + ■ “ -I - (2 1} 

V dx \ dx \ / 

t Or u ™ (龙 一（ X ，， …，; r,))i (2.2) 

可以利用 Fourier 变涣求得其解的表达式(参见 F . Trc , es [1]) 

u{t y x") *- ： — [ t u t (2.3) 

}r 


其中 5 -= (? i ，■ ，，， 5 J , U — f I 2 — S "" ^) 1 -我们将此解 

f ■ s 

的表达式简记为 

u S^f)qt (2. 

的形式 ，而 

SC *5： <f ) (2_5) 

为由 （2. 3 ) 式给定的线炔算子. 

再利用 Duhamcl 原理，对《维非齐次热传导方程的 Cauchy 


问题 

ru f — Au — F(t y x )， (2 6) 

li ^ Ozu — 屮00， C2.7) 

其解可表示为 

U — S0>P 十 ^ sit — r)f(r，_ )Jr (2, 8) 

的形式，或具体写为 

»{/ , x) "- -— ( ^ 4 屮 (O 我 

0 %/ftty }r 

— i— n - 

{ 2 \/ n )‘ JuJr " (f — r)i 
* F(g s t ) didr ^ ( 2 9 > 

为了下文的需要，在本节中我们要利用 raJiepKHH 方法（参见 
J. L, Lions 12]) 对 Cauchy 问题 （2.6) 乂2-7〕的解 Sobo ' 

lev 空间中的存在唯一性及正规性作进一步的讨论_ 

首先证明 


m 




定嫌 2-1 对任窻给定的正数 r > 0,若设 

WCR-), 7； L 3 (R a )), (2J0) 

则 Cauchy 问题(2.6)-(2.7)存在唯一的_ « _ 满足 

L 3 (m // J (R fc ))， （ : Ml) 

T- L J (R-)), (2.12) 

且有估计式 

l | Aw (< v ■ ) I ! i .*[ r ^ C 0 ^ l ； p h 1 (h" 1 ) + 

jj 〆 小 (2J3) 

其中 0 是一个与 r 无关的常数. 

证易知 H l (RO 是一个可分空间，在其中住取一沮基 M 
(> *■ 1，2, …）, 对任何固定的在由 { w x ^ - - f 所张 
成的有限维空阆中用下述的方法求近似觯 

m 

WmO) ■" S 办埘 W 似 “ （ 2J4) 

t 

使其满足 

«(V“ w 、 + {Vu in {t), ▽« 〜） ， (F(Oi 浓 

T) {2A5) 

及 


" « an » — Z_ f _. N«Vi 

i I 

并设当 w ^ocH 

itr 

^ ^ S ^ ►沪在 H ! ( R b ) 中强收钕* 

i^-1 

在 （2*15) 式中 ， C -，0 .夜牙■在厂0_)空间中的内积，而 


(々_ 

\ ax x 



U-16) 


(2.17) 


为涕度算子 



由 （2.i4) 式， (2 A 5)-(2 A 6) 可改写为 

+ 2 办 ”( ，） (▽ 似 "w) 

im ] iwL i 

— ^,),1 <；<?», ^ ( 0, i'1 (2-13) 

及 

^«{0) 1 < i < (2 J 9) 

易知 似 t ， …、拟價 的线蛀无关性等价于 

dft{(«, s ^) ：与 0, (2.2 介） 

于是，由常微分方程的理论立刻可得；此线性常微分方程织的 
Cauchy 问题 (248)-(2.19) 在区间 〖0,H 上存 在唯一的解 

〜0)(胪(0,7)， (2.21) 

从而近似鮮 uM ) 可唯 一决定 ，且 

^( OeH ' CO , r ； (2.22) 

下面对近似解的序列 { u m { i ) } 进行估计. 

用沿 D 乘 （2.15) 式，并对 i 作和 ，立 刻得到 

士夺 \\a f nU7- + ! V« m (f) | : — (^0)> 〜 (’)) ， (2.231 

? at 

这黾及以后皆记 H 为 ^(R-) 空间中范数，将上式屯区间[0, f]. 
上枳分，并注意到 （U6) 式，就得到 

MW -H 2 T \\Vu m (rWdT ^ ||«.J T + f ||f(r)'yr 

Jft Ju 

+ [ K ( tr ) INr , 0 < ^ T , U 24) 

注意到 aiO) 及 （2.〖7) 式，由上式可得 

< C ( T ) + J* 0 < ? < 7% (?,25) 

这里及以后 C(T) > 0 表示与 《 无笑何可能与 r 有关的常玫.利 
用如下的 

引理 2.1 (Granwall 不等式） - KO M 足不等式 


■ 


■ 




/ 


^0) < 札 + \ It 九乂 0 ， 1 ，）， 

(2,26) 

m 

^ CfX ^^ fj^CrVrV V/t [ 0 . r ] # (2.27) 

由 (2.25, 式娜到 

e L ^(0, T ； L 2 ( K ，）） 中的杳界 m ， (2.28) 

再由 （2.24) 得到 

{▽«,〔，)} € L 2 (0, 7; __)) 中的有界集. (2.29) 
再用 gM 乘 （I 1 5 ) 式，并对 > 作和，岈得 

I 以 ， )i + ^ f- iivw.coir - (^co, “: ■(>)), (2.30) 

2 dt 


将上式右10, r] 区间上对 f 积分1并利用 (2.16) 式，各易得到 

I ! V ^0) I 1 3 + jj |«：,( r)iiVr 

< IIV^.IPH- ilFCrjIpir, 0 < # < 7 # (2.31) 

从而山 （2.1G) 及 （2,17) 式可得 

{▽〜(，)} 6 L B (0,T; £ a (R*)〕 中的有界集. (2.32) 
{ "二 W} € LVh Ti LW) 中的有界嘹， (2-33) 
从 (2*23) 及 (2.32)—(2.33) 式，由弱紧性可 得:存 t 的 

—个子序列使得当 P — oo 时， 

%(/)«〔/)在 ^(0,T； 只_(阶））中弱* 坆敛， (2.34) 


^(0 ~- 在 Tx L^R-)) 中弱收敛， （2-35) 

我们要证明"即为 Cauchy 问 《(2^H2.7) 的解. 

为此，在 （ L 15) 式中取 m = oo , 由（2.34)— (2.35) 易知 

对任何彳6 A ? 有 

(«(/)，％) + (▽</)】▽拟 i ) ■ ( FW 、，） 在 LVJ t T ) 中成立 * 

(236) 


注兑到％ t 汗(々），上式可改写为 




( u \0 — a »(0, —％〉在 t J (0 > T ) 中成立， 

(2.37) 

其中 <_，0 表示在 wiir) 及 H ^ R 19 ) 空间之间的对偶内积.再由 
于{，}(/ - U 2,…）是 _■) 中的一组基 t 由 (2.37) 就得到 

« (/) — A«(f) — FO) 9 12.38) 

即《为方程 （24) 的解. 

注意到由 （2.10) 及 （235) 式，有 

*XO - 及 H L J (0, T; L J (R-)), (2.39) 

d$ 


由 (2.6) 式就得到 

A » € t s (0 ? T ； L 乂 R*)) t (2 40) 

从而由 （ 2 . M ) 式就容易得到 

« eLH 0, T - t H a ( R -», (2.41) 

这就证明了 （2 J 〖）一(2.12) 式 . 


再征明《满足初姶条件 （2.7). 寧实上，由 （234) — (2.35) 可 
得当00时 

«0, - 〜【0)—《(0)在 L 2 ( H -) 中商收敛，（2,42) 
4注意到 ai 7) 式,酖得到 

»(0) (2.43) 

这就是(2_式, 


这就证明了 Cauchy 问题 （2 AVU 7) 的解的存在性. 

分别将》 或叫 与方程 (2.6) 的两端作 U ( R _) 空间中的内积, 
然后在区间 K I 】上对 f 积分，和前面对近似解建立估计式的方 
法完全类似，可以得到如下的估计式： 

(!«0)11 2 + tvu{t)^dr< C(T)(B^1 j +£ l!F(r)HVO t 

0 < r (2,44) 

及 


Uv«wr 十 r + fi 1 F ( r 〕| Wr , 

Ju Jd > 




(2.45) 



由 （2.44) 式， 立刻吋 得 Cauchy 讓 (2,6)-(2.7) 的解的唯 

一性，从而整个近似解的序列{^(/)}收敛.利用方程 （ M )， 由 
(2.45) 式立刻可得所要求的估计式 (2.13). 定理 2.1 证毕. _ 
设 V 及 H 分别为一 Banach 空 ㈤ 及一 Hi ^ crl 空间， 

VCH 连续嵌人， （146) 

且 y 在 // 中稠密，将 H 与其对偶视为同一：就有 

KcNcr 连续嵌人， (2,4/) 

其中V表示 P 的对偶空间，且 H 在 r 中稠密.我们有 

引理 2*2 若 

«0K L^(0, T % V) $ uXf}eL^(0, r ； V f ) r (2.4S) 

其中 

1 < lp k p r < +oo ，且 1 + , - 1 ， (149) 

P P 

则必要时修改在区间 [ o ， n 的一个零澜集上的数值后，恒苜 

«W€C(IO ， rhH), (2.50) 

且 

il^liraosTi^i ^ C(||i#||L^fltT ； r> + II u* || )5 » (2.51) 

其中 C>0 是一个常数. 

特别在引理2』2中取 p - 〆 一 2，p ■ m ^) 9 V f - L J (R-), 

由 （2.U)— (2_12)式立刻得到 

推论 2.1 对定理 2.1 新铪出的 Cauchy 问题（ 2 . 6 )-(2„7)的 

解 ，必要时适当修改在区间 [0, r ] 的一个零测集上的数值后、有 

C([0, (2.52) 

下面我们在对初值 W 及右端函数 F 的附加的正规性假设下, 
证明对 Cauchy 问题 （2.6K2.7) 的解的伯应的正规性定理. 

定暹 2.2 若设 

H t+i {R^ y F€ ^(0, T^(R-)), (2.53) 

其中 f 為0为整数，则 Cauchy fpj 题(2.6)-(2.7)存在唯 一的解 
u — u{tk :)，满足 


f- 


# 



lif , T ; 出 (H ，》)， (2.54) 

(^35) 

§. 估计式 

f 2Z IL"K#, . 心 En-^tKCof M’h.Wi 

Jo Ui-a 、 

k. 

+ 「 F ( i〆 ）1^0*.(236) 


戍*，其中 C ,> 0 是一个与 7 无关的常数 ， Jfe _ (先, 
重指标， 


而 


U1 — 々‘ + •• • + 今" 


o ! ， 



,々_)为多 


(2,57) 
(2 58) 


证注意？ I 对住盘整钕 

Cij| Aw ? D: W C # ， 0 Aw(f，• n R ■” 

141 -J 


( 2 . 59 ) 

其中 C t ， G 为正常数，易见当 f (时定理 2.2 即化为定理 H 
而对一般的 s > 0 , 可以和定理 2.1 的证明完全类似地进行 i 正明. 
亊实上，此时由 H +1 ( R *> 是一个可分空可在其中住取一组 
% MU - 1 ? 2,-- * X 求近似解 （2,14) 便其满足 

(«二00，浓十 （ VwA^K (2^0) 

— (FWs 似 ，1 < X m 

及 （ L 16 ) 式，并要求当抓― co 时， 

m 

UQm 和 ?_ 抱奶 1 一 " 今平 A ff J+ (R') 中巧收敛 * (2-61) 

f _ i 

在 U 6 fl ) 式中， (-,0 表示 WtR f ) 空间中的内积.同理 
可知此近似解 《 j : o 可唯一决定 ， a 

r ； (2,62) 

用类似于定 & 2 . i 中得幻佔计式 u . m ) 及 u _ B ) 的方法，4^ 


IQ 


_ 



名 + [\\F^V^i\R n ：^ + [ 11 〜 （ r)[ a fl 々 R Vr ， 

0 i < T, (2.63) 

Jo 

< ； Vw ^IIJ^ ii w )+ i < * < T. (2.64) 

Jo 

从而利用引理 2.1* 并鎌到 (2.53) 式，类似地可得 

U ,, W }“ w (0, ，;//出 ( IT )) 中的有界集， (2.65) 
U 二 WU W ， T；w CR ff l ) 中的有界集. (2.60 
于是由弱紧疲 可得: 存在 {^ 0 ) i 的一个子列{_)}，使得鸯 
f 1 - □时, 

V >) KO 在 LHr ; H + l ( m ) 中弱拿收敛， （2/7) 
ujt ) — ▲ 〆 <>)在 ^(0, T ; 啤”)中弱收敛. (2.68) 
于是作（人 60) 式中取 a ^ co t 就得到对任河 RN ， 在 

n 屮 

(» W* 似山'*、+(▽〆'）， 

(2州 

成立.注竞？】 〜€H f+i un， 并注意到若将 h ( r ») 4其对偶欐 
为冋 一 ：（//，(价）) # -W，(R"h 则 与 互为 

对偶，于是上式可改写为 

(«0)-A«(0, i^) - <F0h {£ L a (0, T) 中成立， 

(2,70^ 

其中 <•,•> 表示在 Hm 与 M +1 (R_) 空间之间的对偶内积 . 
由干 U"} 是 H“.(r) 空间的一组基，由此立即得到 （2,3S) 式, 
即《为方養 (2.6) 的解.由 （2.53) 及 (2.63) 式，并利用方 U (2.6). 
就得到 （人55) A 及 

AwCL^O, T; H f (R")). (2.71) 

再注意到 (2.67) 式及 （2.59) 式， M 得到 (2.54) 式.完会类 M 于定 



珲 2 J 中的证明， 可证“ 满足初姶条件（2. 7 ).至于这种解的唯一 
性，则是定理 2，1 中的唯一性结 m 的一个显然的推论，由此可得整 
个近似解序列彳的收敛性. 

剩下来只须证明估计式.分别将《或《,与方程 (2.6) 
的两端怍 WW ) 空间中的内积，然后 在区间 [ U , M 上对 * 积 
分，类似地可得到如下的估计式 

< e(r)( (MW、+ 


& 


( 272 ) 


ijVw||ll tt (0’_ 2 H f is a )^^ 


(2-73) 

再利用方程 （2.6), 并注意到 (2,59) 式，由 (2.73) 式躭立刻得到所 
要求的估计式 （2.56). 定理 L2 证毕， 

在引理2,2中取声”〆 一 2, F ”H f+J (R*), M-f/ r+i (RO 
及 r-tf(R ； ) f * (234)-(2.55) 式就可得到 

推论 2*2 对定理2. 2 中所给出的 Cauchy 问题 a 6 )_a 7 ) 
的解，必要时适当修改在区间 it>, n 的一个零 M 集上的数值后， 
有 

«€C(10, n ； (2.74) 

由此再利用方程 (2.6), 就可得到 

推论 2.3 若进一步假设 

F € C {[ 0 h Th (2.75) 

则必要时适当修改在区间 〖I r 】 的一个孓测集上的数偉后，对 
Cauchy 问趙(2.6)-(2 7)的解除 (2,74) 外，还有 

cao s T }； w 「 E cm). 


論 




(2.76) 



53 n 维齐次热传导方程的 Cauchy 问题 

一解的衰减佶计 


现在我 们对” 维齐次 叛传导 方程的 Cauchy 问题 (2.1 K 2.2), 
利用其解的表达式 （2.3) 或 (2.4), 建立_当， — +00时的一些有 

关袞减性的估计，为下文的讨论作好准备 * 

定设 A />0 为一个任意的整数，对》维齐次热传导方 
程的 Cauchy 问题 C 2 JM 2.2) 的解 (2.4), 在右端所出现的范数 

有意义的条件下，估计式 


術 )< c a u + i) v,>0 


及 


WSOM 


w Nr m 




成立，其中 c , 为一个与 * 无关的正常数 


爨 


证由 C 2 . 3 ) 式，并注意到当 


SW 1 


时，解 


U 






就有 


t*-ir 


{2^/^t y 


R r 




( 3 J ) 


U2) 


( 3 . 3 ) 


(34) 


从而由 （2. 3 ) 式易知 

INWIIlW 》< cr % plk •⑻， Vi > 0 (3.5) 

及 

I IlVr "： ^ l l t plU 1 < ft a >^ ^ ^ ® 

成立，其中 e 为与 £ 无关的常数， 

冉由通常的能京积分方法，即对任淼整数将 “与方 
程（2.1〕的两端作 H (R ) 空间中的内积 ，再 在区间 [1 Z ] 上对 

1积分，容易得 J : 

11«^)|| , < il^lt ^ a , Vr^O, 殇整数 • （ 3_7) 




于是由 Sobolev 嵌人定瓔(参见 J* L, LionstH ), 就得到 

、 OhV (R -】 < |心);、 [少消 ' < c * 咖 ft ' 

< GMU nRV 的> 0 , ⑽ 

这里， G 及 q 为正常数. 

联合 U5) 及 （3.8) 式，就可得到 

_ < c 3 (i + i ) a II < p ^, +1 , 1[rWi > Vi > o , ( u ) 

其中 q 为一个与 * 无关的正常数. 

冉注*到对汪何多道指标夂 w 0 ：u 是下述 Cauchy 问题 


— Au 
■ 0:^ 


0* 

Dhp 


(3 J 0) 


的解，由 a ?) 及 （3.6) 就立刻得到所要求的 ai )- a 2 ) 式.定 


3 3.1 汀毕. 

对 Cauchy 问曜 (3*10) 应用估计式 (3-5), 就得到 

< ct ~ Hc P \ vi •，的 >0„ (311) 

0.11) 式或〔^ ) 式表明，对 《 维齐次热传导方程的 Cauchy 问题 
(2-1) (2.2) 的辦\当I 4+如时，其妒 N ’W)& 和的苋数具有象 


t ^ 一样阶数的褎减性，而 U 2 ) 式雇明具 W 〜( R _) 空阀的范数 
不衰减.对 Cauchy 可题 （ U ) k 4 2 ) 的解，其在 
穿 < 十 0 C ) 空阆中的范数也具有相应的衰减性 • 亊实上，我们有 
如下的 

定理12 设❹0 为一个任盘的璀数，对《维齐次热传导方 
程的 Cauchy 问题（ 2 ,1)-(2_2)的解（2 4 )，江右端所出现的尥缺 

有意义的条件下，以下的估计式 

pffVII ^ V/ > 0 C3.12) 

成立，其中 q 是一个与£无关的常数，而 

I < p, q < +OQ, (3-11) 

为证明此定理，需要以下的（参见 Bo ^ h 和 Jorgen 

LofsiI om [ 1 ]) 



引 9 3L1 (Young 不等式）设 


~7~? 

KtI ^( R _), <p e lp ( r *0. 

au ) 

ru 

1 

其中 〆 表示 P 的共轭数： 

< P < 〆 ， 

(3.15) 

则 

l 

P 

+ l ™ 1， 

P 

(3.16) 

K 

X 本 


⑴ 7) 

其中牙满足 

1 K ^ | 

< ! ^11 \ W \ , 

ZAr.) L^iK^i 

( U 8) 


(3.20〕 

(灰21) 


(3.22) 

其中 C , 为 * 个有关的正常数.对任何满 SUB ) 式的 P 及 
守，由 (3.19) 式所决铠的擧 定满足 （ U 5) 式,于是由 Young 不 
等式(348|,姆意到 (3.22) 及 (3.19) 式，就得至 J 

MOVII ， < Ct ^ , Vi > 0, (3.23) 

由此易得所要求的 U 12) 式.定理 3.2 证毕. 




现在证明定理3 J . ' 由 ( Z _) 式-有 


<? 




而 




K (,rl 


(2 -y^ri )' 


易知有 


H 关于乘积函数和复合函数的一唼佶计式 

为/讨论善线性问题的繼要，在这里我 t 〗 列出有关乘积函数 


• 15 ， 



及复合函数的一些有用的估计式，这些不等式不仅在本耷的讨论 
中要用到,而且在今后几章的讨论中也要经常用到. 

首先我们不加证明地列 S 以下一些引理，然后据此证明有关 
乘积函数和复合函数的一些估计式. 

引理 4.1 (Hdlder 不等式）若 w 1 < ?1 <4-oo 

(j _ 1， • • ，且 

士 一 H ! ^ < + oo , (4,1) 

^ i-l ft 

则 

n (+. 2 ) 

且成立 

弓 1BM .2 设叹 R fl ), 其中 m>o 为黎数，1<夕< 
+ oo f 则对任何 a >(^ 有 

|1巧11 的 r . < + X e 土 MU r ，，（4,4) 

其中 a ： 为与 s 无关的正常数， o < f <«, 而 r ^ f 皮 rn 分别 
表示函数 f 的一切/阶及 m 阶備导数所构成的集合， 

弓设/€«^<把)，其中 m >0 为整数 ， 则对任何 
i (0 4 / < »*), 

( 4 , 5 ) 

其中 c 为一正常数 ，而/ >7及分别表示函数/的一切 •阶 
及 m 阶偏导数所构成的集合. 

引理 4 ,2 及引理 4 J 的证明见 R . A . Adams UL 
引 a 4.4 (Nir^nberg 不等式）设 f € L^(R-), D«f€ ^(R"), 

l < p 9 « < +00, 则对任何 有 



其中 


\m 



I'CR 


CWIITL ^ II D - t \\ - 


L^iWL 


疃 > 



(4-0 

(4 J ) 


引理 4.4 的证明见 L ， Nircoberg[l] # 

现在我们证明 

定 a 4 . 1 设 

丄 _ 丄 + 丄 ■ 1 名 Pf ^ 7 r ^ +.oo, (4,8) 

嘗 P 1 

对任意给定的整数^ >0,若设 

/ € U ^々（ R ，）， (4.9) 


则 

II^(/^)1i^ii - i^C|(|/|l^r*i * 十 || 以 / L~n*i ■ llrfiA 鼸 _】) 

(4.10) 

及当 / > 1 时 


W^Qg) -1 * o^y lR ^ < c,(llo/ll 


i 


L^CR 


p 


\\ D ^ g \ 


. 07 [| 


,; i 




M 




(4. M ) 


其中 G 为一个与 / 有关的正常数. 

证首先证明 （4*10) 式、显然， 

t * •飄篇 

其中为常数.于是由 H 6 \ dtt 不等式（4*3)，有 




(4,12) 


! l ^( fe ) il ^ ii - 3 < c , S W ^ thp < 


R ! 


* »_u 


■■ 


■ 


(443) 


浑利用 (4.5) 式(在其中取 

\\ D ' f \\^ } < cy \\ 


s \ 躭得到 


1，+ 
访 R ， 


■ 


\m\\ 


i 

i 

奶羹 1 


(4-14) 


防 II 咖 价 4 ^ 


(4.15) 


这里及以后，若无特别说明， C 恒表示一个适当的笮数，将之代人 
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(4 J 3) 式，并注葙到 


I 


( 4,1 6) 



就得到 

f !• J • 

i 

•(11/W . 1 剛咖 •大 (4,17) 

再利用不等式 

a + 丄 P O ， 6>fl ， 丄 + 丄 * - I ， \<p 9 q< oo), 

P 4 P 4 

(4-18) 

并由 CM 6) 式取豕 _4 §，q - r 就可由 (4.17) 式得到 (4 JO ) 

i I 

下面证明 （4.11) 式.由于 

- - S C ^ Df ^ g , (4J9) 

f ♦ I ■ j — i 

完全仿照前面由 (4.12) 式证明 (4.1 G ) 式的过程，由 （4.19) 式就 
可推出 （4.11) 式.定玮 4.1 证毕 ， 

在定理 4J 中，不等式 (^0) — （4.11) 的右端同时出现了 f 或 
«的最高阶导数在 p ( r 。） 及 z^(tr) 空间中的范数，这在应用 
时有时是不方便的,更为有用的是 

定通 4*2 仍设 (4.8) 式成立，则在右端#现的范数宵意义的 
条件下，对任意给定的整数£ >0, 

(4.20) 

及当 f 时 

WDXfg) - / - ㈣ < cXlDfhn^ - II 叶 l“ R _i 

+ li 口 7 丨 gi!tP<R*})* (4.21) 

其中 G 是一个与 I 有关的正常数. 


■ U • 



证 首先证明 U.20) 式.仍由（4.1_•式，并利用 HMder 不 
等式（气3>，可得 

OXfg} ^ < C, 2 1,0711 f ^ 1^11 r (U2> 

^jLi ^nh m ) i/ 2 CR H )p 

这里 1 r 2 S+oo, 且 


1 - 1 1 

— ■ ■ ；* 

r v fj r " 

特别取 6 及 q 满足 



于是由 Nirciberg 不等式 (4,6) (在其中取 m - x ), 有 

• D ” ⑽】“ ' 々略 R V 


(4 J 3) 

(4.24) 

(4.25) 


(4.26) 


Ck | l ， ；^ ) • ^ gil tKn , (4 27) 

将 （ 4 . 26 )-(! 27 )^ 人 < 4 , 22 ) 式，类似于定理 4 J 中的证明，立即 
可得所要求的 （ 4 . 20 ) 式. 

至干 ( 4 . 21 ) 式，可利用 (4 19 ) 式用完全类似的方法得到.定 
理 12 证毕. 

推论 4 J 假设 （ 4 . 8 ) 式成立，则在右端出现的范数有意义的 
条件下，对任盘给定的整数 i > 0 , 

11 /君 w“ r tR' ‘ CAl!/ 1 ' : 嚣匕 + f ■ 1^|] )• 

^( R *) ^： R - l » £ ' q iH a l W > 

( 4 . 28 ) 

定 au 设 f <>) 充分光滑,并满足 

F ( 0 ) - 0 t ( 4 , 29 ) 

其中 W — 对任何整数若句 E 函数 

乐 ■ l ^ + oo s i 4 , 30 ) 

且 

^ Wp (4.31) 


• 19 * 



m 

W _( R ")， （4 J 2) 

且 

flF(^)iy^n-) < C(M)MI 以 《*>• 0-33) 

其中 C(W) 是一个与从有关的常数. 

证在# ~ 0时，甶 （4.29) 及 （4-31) 式，易见 (4 J 3) 航. 

现在证明在* 时， （03) 式同样成立.为此只滯 证明： 对任 
何整數 J > 1,(此时不欝要条件 (4.29)) 

BZ> f F(^)iU^cR% < C ( M )\\ D ^\ y^ m (4.34) 

为叙述方便起见，下面仅对 w - wOO 为数置 函数的情形进 
行证明.在 W 为向置函数的情形，证明是完全类似的 * 由复合函 
数求导法则，容易得到 




ifm 


<c S 


<#< 


d ^ F ( u/y 

dw ^ 


• - - ( O ' w )〜■【’(•_》， (4*35) 

其中 

«i + rtj + * ， ■ + rt* ■ p ， ^ 4 , 36 ^ 

1 * a, + 2 ■ ot, + **• Hf- / a or, ™ j. 《4,37, 

注意到 (4.31) 式，利用 Holder 不等式 (4 J ) (在其中取 
由 (4.35) 式可得 


ll ^(^) W >< C ( Af ) ^ KD ^\\ ^ 

i ‘ pc ， t r i(R > 

• lie 心 ) si 办 〆 ， 广 

< C ( W ) S II Wwf \ ± . v 4.38> 

I <#< i i 1 ( R _3 


再由 Nirenbcrg " 不等式 (4.6) (在其中取 w ■ f ， p — oo ^ q ^ p t 
•- ^),并注意到 （4 J 1) 式，就有 
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R 


CM〆〆W 叫匕 R ， 




(4J9) 


代人 (4 J8) 式，并注意到 （07), 就得到所要求的 （〜.33) 式. 定理 
4,3证毕. 


定 a 4.4 设 F ■ F 〜） 充分光滑，其中 


讲 n )， 


并设当 




(4,40) 


时成立 


F (^)-0( Ul 1+ -)« 为整数 * 


(4,41) 


对任何楂数若向置函数 


]kV 


CR 


p wOO 满足 

< Vt * 


(442) 


且使下述:不等式右端出现的范数有意义，则 

il^(w) s l^ ,f ca*i < C 加 • W 


\ u m 


(4,43) 


其中 C, 是一个正常数 (可与 v. 有关），而 


A . 


< +00_ 


(444) 


证条件 （4.41) 隐含蒭 


F(0) - F (0) 


- F* flJ (l) « 0| F n+m \0) ^0, 


(4,45) 


于是可将 F 




F〔《0 改写为 


F { w ) - 


(446) 


而 


H ( Q ) ^ 0 


(4^7) 


记 


C ( w ) — 


(4.48) 


就有 
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G ⑻ 一 G , (4,49) 

rfn 

W ' _ (4.5 G 1 

利用 （4.23) 式，由上式可得 

X « OllW ( R _， 名 C ,(|| G (») IIx /( R_i * 

+ \( J{wj • 1 姒 ' i / n ■: i )* (4.51) 

_ 对函数 G (，) 应用 （4.33) 式，有 

I G ( O r _, < 52) 

11 G («0 V < eO a )|| 叫 [ y ’ m . (七 53) 

又反 复利用 （屯 28 )式(其中取 ▼ ■心 f ™ °°) f 可得 

y^jl ^ I ! ^ 守 £ H ' ■ 11 W 11 * (七 54) 

又显然有 

! ，■: < ^IWIL^rt-1 ' \\w »• (4-55) 

将 （ 4 、 52 ) — ( 4 , 55 ) 代人 （151) 式，就#到所要求的估计式 

(4^3), 定理4,4 证毕. 

在定理 中分别取 

r _ 2，彳 — 2 ， p _ 00, 

r — t s q ^ 2 , p — 2 
及 

r ■ l s l 3 p _ oo , 

鱿可得到 

推论 4-2 在定理 （4 的假定下， 

F (^)|li/fR"i ^ C § \ 如 ll/f’tn、■ |lw]| (4-56) 

L^\ w， ) w tr 'iR m } < Cj e^i ， w y cfT> ' J 缈 : 乙*改丫 ^R rt ) 

(4-57) 

及 

’’ iF («/ V w ，“ fR . < c t \\ w { ^ - M ? u ” （4,58) 

其中 （: _ 是一卜正常数 (可 与〜 有关乂 

推论 4 - 3 设 G 充分光滑 3 其中 …， 
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并设当 (4,40) 式成立时有 

G /为整数. （4.59) 

对任何格数 f >0,若向#函放 W • wix 、 满足 （432) 式，且使 
下述不等式右瑙出® l 的范数有意义，则 

I G ( 如） ^^(R-1 < C,Wa r 〜• |W Kd ， 、 4,6G) 

其中 C , 是一个 iH 常数（可 4 w 有关 h 而 i < p <+ co . 

证在 m 1 时、 （4.60) 式即化为 （4.33) 式 ，而在 1时, 
由不等式 (4,43) (在其中取 r 及4 N 而/» _ co )， 亦可得到 
0,60) 式. 

定理 4 J ； 设 V ^ F (^) 充分光滑，其中如 一(>,, •、 
似 N 、)， 并设式成立 ，若向量函数⑵及 W / U /( x ) 
分别满足 （4,42) 式， tfe 下述不等式右端出现的范数有窻义 ， 则 

\ F { d ； y )— F ( t ^') w Ur iv . M ^ C t {, lTch - )( i 1 ^ 取 W >+ 

+ R * c w | z/. R _j 十 ^ lli / R - J ) 

« Vl ， r % 广 1 ， (4.61) 

其中记 

* r *^ — u / , (4,62) 

p , r 满足 f < s ) 式，而 c , 是一个正常数 mn iv 有义乂 
证由 （ Hi ) 式易知 

F ( r ^) F ( i ^) — G ( ui ^ &} w * ， (4.63) 

而 

G (« sS ) — 0( I «/ 1 + . W ). (4.64) 

由 0 U 3) 式，有 

|F(W/)— 尸（ 5) V 沈 R 〜■ \\w* V r, ^R*i 

+ ； R *: ■ U "* | i /£ R ，0* (4*65) 

再对 G { w % 苛用 （4.60) 式，有 

/ G («/， 忒瓜… I 利 zAr ”） 

• ( f ，《^ f K ，> + 1|« 7 | y 1 f 4.66) 

11^ j + II ^« Jr , if tR fl i )^ 


及 


S3 » 




* (B+of] + II 外， n'r. tun 

# (4 66)-(4,67) 代人 (4.65), 就得到所要求的 （4.61) 式.定理 


§5 〃维非线性热传导方程的 Omdiy 问题 

S .1 引言 

在本节中我们考察下述》维非线性热传导方程的 Cmchy ffij 
题 

\ u $ — Ai# jK(«, D,«, D^u) ' A - - - 4 - ^7 )， (5.1) 

I ox\/ 

I’^O; tf — ，沪 O) (x — (x it * - r _〕)， (5.2) 

这里记 

— t ^ 1, •■；,«). (13) 

D\u^(u tft ^ I, ^ 胃 1 ，…， „)• (5.4) 

对方程 （5.1) 中的非线性项 F 加以如下的假 定：设 

i — (1; ( ii ), j — i *. _ ( Xi)f y i , …， 《)， 

(5+5} 

则 

F - F ( i ) 在叉 • 0 的一个邻域，例如在 u < 1 中适当光滑， 

(5-6) 

并满足 

F(0) — F (0) — - - - — F«(0) — 0 ， (5,7) 

其中 or > 1为整数，从而在 i _0 的一个邻域，仍不妨设在 | i|<l 
中有 

F(Jt) —0(UI〜)* (5.8) 

下面我们要利用前几节中已笔立的结果 证明： 若空间的维数 

K (5.9) 

a 


只要 T 适当光滑，且在某些 SabQlc ^ 空 ㈨ 中的范数足够小 * 则上 



密非线性热传导方程的 Cauchy 问题（5.1)-( 5 . 2 )必在* > 0上 
存在唯一的整体经典解，且此解在 r 03时具有一定的袞减性 • 

对V所加的具体假设，解所在的函数类以及解在〃4+如时的衰 
减性质将在下文中具体指明. 由 于方程 ao 可视为齐次热传导 
方程 ( 2 . 1 ) 的一个摄动 5 上述结果说明：在方程 （2.1) 的右端加上 
l+a(« ^ I为整数)次的非线性摄动项后，只要空间的维数《造 
当大（即满足 （5.9) 式） s 对小初值而言，其相应的 Cauchy 间题 
(5.1M5.2) 仍存在唯一的 整体经 典解， 并在 t -H^oo 时仍具有相 
应的衰减性.在下文中我们还可以看到，若条件 CS.9) 不满足，上 
述事实将不一定成立. 


S . 2 度置空间 


为了下文的需要，我们对任意给定的整数 r > « + S 及正常 
数£， M 人如>的函数巣合 


^ {v =r y ( f , x ) ( D ,( V j < 

其中记 

_ 

lUfr ) — s^p (1 -¥ 0 T |K^* # )\\w^ 

I 一 u 

+ supMr ，- ) A 十 ({ 5!) 1! 公 M ，， 

由定义可知，若则 


C 5- IC ) 

)ii f i , di V 

(5 J 1) 

(5 J 2) 


(1 十 1/^(0, oo ;『 n ~( R ，））， (5- ti ) 

vk £.*(0, oo ； (5.14) 

D ^ e ^(0, oo ; H -( R -))( U | -2). (5,15) 

若赚 

*r^L J (0, T ； VT > 0 P f5 16) 

事实上，由于 

\W0y * )lli + W>— [IK ，， • ) llrt l CR *> + S D >i* 9 j )1|JiW>. 

(5.17) 




a 



并注意糾 

1!汾(，， .•〉 ll 妒 H \WO t a ) W ，_< r .> 

cp ( f ，■ )! （ “'L 

由的定义就容易得到：对任何 r > o, 

f * * ) ； ]j /+s (p/：^ ^ C(T^) 石 ' (5,19) 

这就是 （5.16) 式. 

在 X# 上引人如下的度量 r Vts v € X ttSt 

p ( y y r) D^v — J). (5*20) 

我们有如下的 

引理 S.1 Xd 是一个非空的 完备嗜 通空间《 

证 既然， ^ ^ 0属于集合从而 X ,/非空 • 不仅如 
此，以〒为初值求解齐次热传导方程的 Cauchy 问题 （2J)-(2.2)_ 
由（又1)一 (3.2) 式有 

(14- ^(ty * ) ' ^ C.W 卜 ’ “ £ R_l,Vf 為 0 ， 

( 5 . 21 ) 

\\u0 9 * )1U-' [ R- J ^ C\\<ph w,，Vf > 0_ (5,22) 

再由 (2.56) 式，有 

f S ID 池 • )\\U*^dt < (5-23) 

Al _】 

由此易知，只要 

’Vv+.CIO + (5.24) 

足够小， Cauchy 问题 （ 2 -t)-(t 2 ) 的解 《 必属干 h , 

此外，易知对度量 （5.20) rf:i 苫构成一度 ® 空间，下面证 

明它的完备性 • 为此，设 为其一 Cauchy 列，即设 

P(A ， 卩 ,）— 0， A i— A (5.25) 

我们要证明存在，使 

p(*/.，«) —► 0, / oo. (5-26) 

由 (5.25) 式易知， U] 分另] 为空侧 r(0,oo; )) 

Jt 

及 d CO , ^ 中的 Cauchy {(I + 0 f ^l 为空 


囑 
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间 m 斯 f 0(R")) 中的 Cauchy 列，而 {2>V}(UI -2) 
为空间 P(0, co; fKR-)) 中的 Cauchy 列.于是，由上述这呰 

空间的完备性，存在函数 X )， 使得当时有： 
r —w 在 oo ； W^-^iR-y ； 中强收敛， （ 5.27) 

在 L m (0 5 CO* W^iro) 中强收敛 5 (5.2S) 

DU ^ DM It 卜 2) 在 LKO , CO； fKB’）） 中强收敛， (5,29) 

且 

(1 + 0、在 t w (0, oo| 中强收敛，(5.30》 

由 (5.27) 式易知对任何 r > 0 t 

(1 + 0 } 仏今（！ 4 t^u (5.31) 

在 L*(0, T ； ： rCR rt l) 中强 
从而由 (5,30) 式鱿可得 f 3 

(1 + t yhi ^(\ + t)h (5.32) 

在 L»(0, co;KH_(R，）） 中强收钕. 

由（5_ 2S), (5,29) 反 (5J2) 式，躭立 M 可得到所要求的结果 i 
及 （5J6) 式成立 + 引理5,1证毕. 

5,3 CaacKy 问® (1I>(5.2) S 体经典屏的存在唯一性 

由的定义，只要取 e <\ % 对任何 peXj , 都胄 

I 心，， )|!^-< r *) < l , V /^0 + (5.33) 

从而，任取 v ^ K ^{ E < i ), 对函数 Fiv , D \ v ) 均可应用 
假设 （5,6) 及 （5.8) 式. 

我们要证明下面的 

定理 S .1 设非线性右埤函数 F 满 £(5.6)— 仏幻式^空阆淮 
数满足 （5.9) 式，则对任何整数•十 5* 存在适当 h 的正常数 
谷和 £(£< 1)，便得当初值 

<p€ W^(Br)r\H i+l OV} t (5J4) 

E 
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^ (5*35) 

时. Cauchy 问题 (5.1)-(5 2) 在，上存在唯_的整体解 
« € 且必要时适当餃改*在区间10, oo ) 的一 个本测莱上 

的数值后，对任 |r r > o , 有 

ueLX ^, r ; H ^< RO )_ c |[ o , Tl ,^ + t ( R -)^ (5 36) 

k€LHJ1, T ； H # (R-))nC([0, n ； (5.37) 

注 S ， S 由 （ 5 , 36 ) — ( 5 ,3?) 式，并由 Sobolev 嵌入定时〔注 
漱到 />« + 5) s 易知定理 H 中所得到的《是 Cauchy 问® 
(5 JM 5.2) 的整体经典觯*又由的定义，并与 ai )— a 2) 
式相比较，易见此时非线性热传导方涅的 Cauchy 问题 （5.1)- 
(5.2) 的解与齐次热传导方程 Cauchy 问题 12.1)-(2.?) 的解当 
t —+« 时呉有同样的 a 减性. 

现在来证明定理11, 


对整数，>” + 5 及造当小的 E ( E < 1. H ； 值待定），任取 


於 € X gM% 

(5,3 g ) 

由求解下述非齐次热传导方程的 Caychy 问题 


tu ( — Aw — F ( Au }^ 

(5.39) 


(5,40) 

来定义一个映照 


亍 ： v — u 辑 

(5,41) 

其中在（ 5 ,切）中尚记 


Av — ( y , D t u ^ 

(5,42) 


我们下面要庇明，当5及 S 适当小时，映照，将；映照 
到自身，并在的度! I ■下压 H 由此就 f 以由 Banach f 动点 
定理证明定理^中的结沦* 


首先证明 

5 ias .2 对任何 A 必要时适当修改^在泫间【0,05) 
的—个零测集上的数值任何 T >0, t 

LKO, Ti ^*(R«0)ncaO s T]i 

(5,43) 


_ 


2事 • 



T ; ^( R-)X (5.44) 

证注意到 （5.16) 及 （5. B ) 式，由 (4 J 3) 式馱立刻得到 

F {4 t /)€ L 3 (0, T，i Hi ( R ，)）， Vr >0 - (5,45) 

再由定理 2.2 及推沦 Z 2, 就得 S 〗 所要求的结果. 

引 3 S .3 当适当小时，映照 f 将 X ,, e 映照到 自身. 
证我们要证明当 a 及 fi 适当小时，对任何 

X t ^ (5.46) 

由 （2,8) 式、 Cauchy 问题料 39 HM 0) 的解可写为 

# 

m — Su ) 妒 + ! 5(i — f , )F(yi^(r s * )X (5.47) 


由式，有 

i w (’，. < c(i t) 1 W-pwi 

-HC [(i + i - ry^\\F(Mt, * ))11 广 (5.43) 

注意到 (5.33) 式，由像设 (5*8) 式，并利用 （4.58) 式，有 

i 尸 ( 如卜 ** k [!^(r f m )||w t *(it*j* 

(5.49) 


再注意到』>»+5,并由兄 . E 的定义，有 

^ ■ 

1] 心 _ • )1 Iv . cr % < j 心，- < E (1 十 r ) 2 


及 

* ) lU jr - , ( R*i < E * 

于是利用 (5.35) 式，由 (5.48) 式可得 

IW '， * 化一 m _, < Cd£(l + 0^ 

+ CE l+n \ {I + f — r)4(l + r) ^'dt^ 
再注意到在 （^9) 式成立时，有 


(5,50) 

(551) 


0-52) 


f(I + i - r)^(l + r ) C(i -»- f ) \ (5.53) 

丈际上，只要且 5 > 1, 就有 


v 
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1 


碡 


(1 十/一 r)i(t + <C(1 + 霞 )' 


(5-54) 


为了证明 （5.5<) 式，记 


r 


1 产 r ( 1 十 , 一 r >' # ( * +0_ 4 办 


< 




+ ty b dr (由于 a>. 0 ) 


而 


< c(i + 0"* (由于 IX 


(5-55) 




r)~Xl 


)^ h dt 


< 


2 



(卜 


{ f (i 



- rT 9 dr (由于4> 1) 


f 



— r) 'c/r. 


(5. S 6) 


为了估计“，分以下三种倩況进行 it 论 


0) * >1；此时 
L^CO + O^fi 


( 卜矿 + 


<€{ l - hty M 〈由于 


Cii ) a < 1 ： 此时 


C (1 + 0^((1 + Y ； 1 "" - i ) < C (1 +1) … 

< c(i + o ^ (由于 *> 1). 

( in ) 此时必有 b> 于是 

I,<C(1 + ty^ln (1 + 丄 ) < C( l + 0 *^0 + ^ 


这样，躭有 


< C (1 +!)' 

< C(l + r)-\ 


(5.57) 

联合 （5*55) — (5.57) 式，就褥到 (5.54) 式，从而 (5.53) 式也 


成立 


由 (5|52)-(5 J 3) 式,耽得到 
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sup(l + // ^ £ l+a ), (55S) 

r ei 

興由 C t 为一个 £ 僻数 ■ 

再由 (5,47) 式， ㈣ 用 (3.2) 式鱿得魏 

， ( 灰 ， • :;9 VAA 十 [F(Apfr 9 * ))1U ，， r*A* 

(5,59) 

注意到假设 (5*3) 式, L ，(4.57) 式，并注意到 y 会” + 5,有 

F{Au(t % * )) c^u{x 9 - - llK r ，• VJa ， 

< C v T, * )||V ， r 4- IK，，• )lf “,《 lR ■广 (5,60) 

又由（ 5.17>— (5L! 昀式 ，并由 Le 的定义，有 

ISK : . ， )il^+»( R s c c||*<r •… )lk 卜扁 ， lj _d ikO % _ ) wr' 

■+ * ■ )j|fi p (R*) 

s f. ■ i 

^ CE\i - br)^-h S ^ )|^ R '- (5.6!) 

将 (5.60)—(5,61) 式代人 (5.59) 式，并注漱到 （5* 50)/5.35) 式及 
的定义，就可得到 

Ki f ^ h -> < dE-t C £ s+ " j o U 十 r ) "dr -f CE^ a 

(5.62) 

注 .稼 当 15.9) 式成立时有 

j Q (l 十 O ^ Tdr ^ C , (5.6 i ) 

_到 

sup < dE + (5.64) 

i 

其中 C 把一个 正常数. 

再由 C 2 州式 ，售 

( 2 ds ^ C( <p 

^ HI* 

十 f . ?(/!<!，• )y : r k ^rX (5.65) 

J i 
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注崽到骽设 （54) 式，由（4,56)式，有 

\\FCAp(t„ • ))|U 々 R*》< cjk(r, - )|^+* tR *j * B# ( 索 ， ■：) > 、霣 .]. 

(5,66) 

再利用 （5,61) 及 （5.50) 式，注意到 （ S ,35) 式及 X ,^ 的定义，并 
注意到 

(i +t) ^ dx <^ C % (5.67) 


由 （545) 式可得 

( 議心 ，-)脇如-考 < ⑩ E + V )， (5,68) 

其中 A 是一个正常数_ 

由 <5. 58)、 （ 5 . M > 及 （5. W ) 式,易知只要选取 ZT 及 J ? 适当小， 
( 5 . 46 )式就成立.引理 5 J 证毕. 

引 》 S 4 当 S 及 U 适当小时， 映照 f 按空间中的度 
量是压缩的， 

证任取 h I € X tmE$ 由引理 H 当# 及 S 适当小时，有 

u M S _ 竹 € X t ,. (5#&9> 

记 

〆 _ 5 — 〆 ™ 5 — 3, (5，？0》 

我们要 i 正明：当 s 及£适当小时，存在正常数^<\,使得 

p(«* 5), (5.Tf) 

由映照 f 的定义，易知 

rn f * A «* ™ F( Av) (5-72) 

U — 0； «* — 0 # (5,73) 

类似于 （5,48) 式，现在有 

<c f(i + #- o , f ( aKi \ •)) 

一 F ( AKt , ■ 冰. (5.74) 

注意到假设 (5.»!) 式，利用 （4,61) 式（在其中取 r - 1, p^co, 

q — i ) 可# ■ 
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Uf ( 扇： r, - )) — • ))11 妒， 

+ IKr ，• ）11护，14.>)" 

+ C!l" v (r，* )|kn(H5(r〆 〜 R _, 

十 p(r，■ )| V r .w*)〉_ (i K*‘* ■ 

< C|k*(r f - -<R # ) 

+ 5(r，.）「w "_ 3 ， w (ji 、) <1 

+ IK r 〆 )11^\»*|) • (115( r * . 

+ PO, • )11 广、 (5.75) 

将上式代入 (5 74) 式，并注意到的定义及 C5.5S) 式，可得 

W( ，， . ） lk ■ 一， a-) < CE a (l + 0 _ h(0 ，（ 5+76) 

其中认 (/) 由 （ US) 式定义 .由 此得到 

sup (1 + • )11^1— (5.77) 

f >» 

其中 C s 为一个正常数. 

类似于 （5.59) 式,现在有 

II 作,- ) lk,O ⑽ r, •)) 

一 F{Au{t, - ))!Uw 丸 (5.78) 

注意到假设（ 5 . 8 )式，利用（ 4 , 6 1)式（在其中取 r_ 

2)> H 

l|f (/i5(ir，* )) — F(AW>，• ))lU f “m_s 

名 C{[|"_(f，■ ) j// ， * )!lwi 

+ WK^t * ) 11 «必)+,々，* )1 U *( rO ( t ，- ) llij -+\ R »> 

+ ^ )l!K r+i <R*0) * i\\K^3 * )i 

+ P(r，■ )|W“-m 气广 1 • (5.79) 

由 （5,1?) — (5.1S) 式，并注意到£),0。的定义，有 

C ： W(t ，•）Hf “-(WW，* )W m sR") 
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+ 2 “ 公 )llrf r CR - s 


< C(1 + O 4(0 + E IWG ， ■ )PVcr-*, (5,80) 

乂 ㈤ 

又有 

U^(t s * )1Uar-, < cl p*Ct 9 * * 丨 ! 妒 •( 奮 ， - )IU ， “m_> 

< c|[v v (t» - )|| 广 “ 1 * •(!*•> ，卜 ■ )U^ £ R"r 

< C(l + tf ^ DX^X ㈤ 1) 

从而 

)(U^- 5 <C(1 + r) 、 ■ 以， ） 

H - { 5 J Vj >» ¥ ) ll ^ R tt > j 1 * (5.82 

v u i *j 1 

K ( r ，• )1 U ^< C (1+0 " ： ^*X (5+20 

类似地可得到 

P(T.- 心 … 出 1 •，十 1K 『， ■ )1U … (R_i 

< C£(l + r) ’ 十 k X |Z^i?(r，■ )||?i ir-j 

\tl -3 

十 S W^Kt 9 - ) |^i)\ (5^4) 

' )1U 1 + 在 C£(l + r } 、 

C5.S5) 


并有 

!][(!%■ ) :#•， it，i + X 7 ，• ) \ w um R w > ^ C ^ E (1 + T ) 

( 5 , 86 ) 

将 ( 5 * 79 ) R ( 5 . 82 ) — ( 5 . 86 ) 代入 ( 5 . 7 SO 式，就得到 

\\u*0, - )\\w^,r* < CE a ；'(I + rf^dr - 

■: 

+ €E- fd -b r) X) IDV U* . > ： ii-(R-)) dr 
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+ 〜 DX^) f(I + rr^f S 卿 • )!iV(^ 

j0 

■ 

+ S ) V<R-))^ t (5.87) 

i kimI 〆 

注意到⑽式，存 

〔0十 r)"^ dt<C (5,89) 

及 

_ 卜 一 > 音(。一+ ) - 2 - _V >1， (5.89) 

并注意到 2UO 及 X# 的定义，利用 Haider 不答式由 
(5-87) 式躭有 

. )：k-Vn-i < CE - DX ^), (5.90) 

由此得到 

sup|V*(/ 9 ， )V ，l cft") < 乂〆） ， '191) 

«>« 

其中 c, 为一个正常数. 

此外，利用 (2.56) 式•由(5.72)_(5,73)可得 

1 S * )1! h - cr ^< C f [\ F { AHr 9 *)) 

14 ml 

一 F(Mr, - )) (5.92) 

由 (4,61) 式（在其中取 r — 2 5 p ■ oo) ，芎 

UFM 5( r ，■ ))- F (峰，， ）)《 

^ w h 0 (:’， ■ J w^^cr.i 

+ W r ，* ) IU J + W 】)} • ( l [;0，- »' R -1 

+ l Ht , ^ )||^- fR ->)^% (5.93) 

仍利用 05. 32)、(M， 及 （536) 式，#注靡 _ 

Jr*(v ， • ( r Ot{t/ m ) (1 + r ) 7 , (5-94) 

由 (5.9?) 式锐可得到 

「 U ■ }^ ( R ^ r ^ C £^ \t + ^) - D ：(^) 

,® ,y_J 

■- iS * 



4 - CE la P(1 + Tt a4f S - Yl^dt 

Ut-I 


+ CP-n Z>!0.) po + r)--( ] 

J® 

E 1WKV, * 

imi 

+ S i 1 妳 (n • 

磺 i-i 7 

(5.95) 

注意到 （5.67) 式及由 (5.9) 式有 

na^> 2 § 

(5 州 


并注意到 D_，） 及〜 _ 定义，由 （5.95) 式铳得到 

m 

( 〔 S I 啊卜， . 通 C 3 -W), 〔 5 別 ) 

其中 C, 遙一个正 常数. 

联合(5.77 )、 （5.91) 及 (5.97) 式，就得到 

DX^<C u K a DX^), ( 5 ■ 如） 

其中 C fl 是一个正常数.于是只要取 H 适当小，就可得到 

DXu * X ^ DX^} f (5^9) 

其中 !?<U 这就是（5,71>式，引理 5 , 4 证毕 • 

利用引理 5.3 及引理 5.4 就可以完成定理 5.1 的证明 4 事实 
!：，这时 fi 用 Banach 不动点定理（参见 M, n_ HaTaHCOH [1])， 

訧可得到当3及£适当小时，映照 f 在尤/上具有唯一的不动 
点《 € X lM i 

u-tu. (5.100) 

于是由映照 t 的定义 (539)—(5.40), u ^ u { t , x ) 即为 Cauchy 

句题(5,1)-(5.2)的唯一解，且(5」3) — （5.44) 式成立■由此应得 

F(/iw)€ C(t0, T ]： H 卜 i(R_))，Vr > 0, (5,101) 

乍实上，由 (4.61) 式(其中取 r - 令 一 2， p a 00 )， 有 

】( F ( ylw ( r , * )) — F ( Au(t f - 

^ C(|jfi(i, 1 ) — «(f ，，〕* h - M (R_i(’i«( r ，O 

+ * )1) + 鉍(基，， ） 

+ ， • )U- iK-j)) e ■ JlU 11 - 


16 * 



+ W〆 .(5 JV 2) 

再注*到当时，由 Sobolev 嵌人定理有 

连续嵌入， (1103) 

并利用 nd 及 （M3) 式，由( 5 _102)式立刻得到 

< c(r>|K“ • ） 一 )!U … at-JM € [0, r 】， 

(5-104) 

这就证明了 （5.1(H) 式， 

利用推论？ 4 由 (5JQ1) 式就得到 

«,€ C([0, TUH ^ l ( K ')), VT >0. 〔5-105) 

&埋 5.1 !^毕. 


§6非线性右端项 F 不显含《的怙形 
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在本节中我们考察非线性右编项 Z 7 _ F ( D r u P Dl ») 不显含 
“的持 殊情形，即考察如下形式的 Cauchy 问魏 


u 一 Au ~ F ( D t u T 

I ■ 0 ；« — ip{x) 




⑹) 


令 

i — ((^-)* i — 1 , …， /f; (U i 、 i • ““-*»)• (6J) 

仍设 f — ^( i ) 在 i 的一个笫域，例如在 i | < 1 中适当 

光滑，并满足 

Hi) -0( f 11^)* (6 4) 

其中 I 为笮数. 

我们要证明,此时对任何空间维数«> 1,在小初值的情形、 
Cauchy 问 ■ 〔6])-(6,在 * > § ±fi ¥在唯一整体经典解，幷 
当 * —+oo 时 具有一 定的食减性， 

为 /I1H 明上述 结果， 首 先对” 维齐次热传导方程的 Cauchy 




问题 (2.0-(Z2)， 茳立其解对空间变 I?. 的偏导数当 f — 十⑴时的 
一些比 S3 中的结果更为樯细的佔计式. 

引 ata 设 /v>o 为一个任意的 格数， 对”维齐次热传导方 
程的 Caucfiy 问 M (2JM2 a 2) 的解( 2 . 4 ),江右端所出现的范数有 
澉义的 条件下，以下的估计式成立； 

h ^ 4-， cr -) ^ 6 ( 1 + f ) 仲 l* Wr _ + ia ER -> i Vr 0 

(⑶ 


及 


'h ?w , <r*> ^ c(i + 0— 含 !i 平 :!* 沒 +la (n，:. ， Vi ^ d 


⑹） 


其中 c 是一个与 / 无关的正常数 
证由 aw 式*易知有 


暑 




Ox , 


— r " r L S 


( V ^) 



I ■ 




i 6 J ) 


注意到 


l ^-^| < C ( a > 0 为龟数)， 


( 6 . 8 ) 


由 （6.7) 式易得 


du 




i - 


R 


m 


< Cl 


I Vi > 0 (6.9) 


及 


t (，，• Ci ,( plUv R ”， 的 > 0. (6.10) 


另一方面，在 （3. s ) 式及 a &) 式中以 p 代终〃（相砬地以 

OX i 

代替 T ), 就得到 

She , 

i ¥(“■)■ 。|多- v/>o (6, ii ) 

i OXi I 


及 




fi 4i 

^ 0, - ) (6 J 2) 

分别联合 (6.9) (6.11) 式以及 （ 6 . 】 0) 与 (6.12) 式，就得到 

|^~ <、 * ) I 十 f) J » + | 4_>， W > 0 

1 ux t 

( 6 . 13 ) 

及 

(t^ a ) I ^(i + ^ | v t , i ii <" 1 )* Vi ^ o , 

3^, .U a (R， 

(6.14) 

对仟何多 S 指标 々（Uf <W ) ，将代替 《 (u 而相应 
迪以 D ^ if 代辏* P) 应用 CfU3) -(6 I 4 ) 式，就得到听要证明的 
(6.5)-(6.6) ^ 引理 6J 证毕. 

引理 6.2 对《维齐次热传导方程的 Cauchy 问题（2」）- 
(2,2) 的解 （2.4), 在右端所出现的范数有 蒽义的 条件下，以下的估 
计式成立： 

[[ dK 5W^)!|^ r * < 奸 Idl 内 r 、 ，的： > o, 

i ( 6 . 15 ) 

其中々为任一多 M 指是一个弓 f 无关的常数，而 

1 < p , q < + 00 . OJ 6) 

Vl 由 （2.3) 式，付任何多®指杞々，易知有 

D)u - DK 500 屮） — 尺 ”’ 氺屮， (6.17) 

而 

l|K”V r* < W 糾 —■ 好， V，：> G # (6 18) 

其中 C 是…个可与 p 有关的正常数，于是类 似定进 3.2 的 证明， 
利用 Vouag 不宥式(见引理 3.1) ，就 得到所萝求的结论.引理 6.2 
证毕， 

推论 S .1 if «维齐次热传导方程的 Cauchv 问题 (2,1)- 
UJ ) 的蚌在厶端所出现的笵数有置义的汆件下* 
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l|Z)ks(»3p)'t'ft，] < t(l ^ /) Vi > 0 , (&J9) 

其中々为任一多 f 指标， €是_ 个与*无关的常数. 

证在 0.15) 式中取 j> — ^ — 2 ,就得到 

^(5 Wqp ) L a ( R -> <。 Vi > 0 , (6.20) 

再由 （ 3.7 ) 式有 

^ Vf ^ 0. (6*21) 

联合 (6,20)-(6.21) 式，就得到所要求的 W19) 式 . 

«12 度置空间 X,. E 

对任意给定的整数 s >»^ 7 及正常效£,引入如下的函 
散集合 

X 4tE ^{v- ii(i ( x)\DA^)<E}, (6.22) 

其中记 

w * I 

/>» 一 sup ( I + i) 3 ) 

t>n 

+ sup(l 十 4 D^vit, - ) ^- Sll (R-) 

j>g 

+ sup ^ n +■ • )sUai^ 

f ^ m<s 

+ ( IJ S ||砂0, . (6.23) 

而 

t Kl ^ « + i , 

〆( 々） —，l (6-24) 

[- ^ - ， » + 2 < I 々 I < 〜 

在 ^^ 上引人如下的 度置： v^ ， z^e Xd ， 

5) — D,{u — v), (6.25) 

和引理 5.1 类似地可证明是一个非空的完备度冰空间. 

由的定义 . 若 MX, e ，贝 0 
. ^z-^co, CO ； H-(R*)), 
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(6.26) 



且 

L^(0 % oo ： H^(RO)(lA| -2 )， (6.27) 

于是对任何 T >0, 有 

irf L 2 (0, T：t (6.28) 

此外 i 还成立 

110,1/(1/- < E【1 + t) ^.Vr ^0, (6.29) 

iPMt, - )IU ，， R •，高 SU + 0 囀 ， Vi ^ 0 , (6130) 

卜0, • )11 戊 R ，4 S (1 十 !) m ， V /^0， VU | U 31) 

及 

r s \ - > 1 ^ 1 *-^/ < 护一， (6- m ) 

6.3 Cmoeliy 问 H (&l)-(6.2) » 体经典解的存在唯 r- 性 

由 （6,29) 式，并注意到！ >«+ 7, 只要取£<1,对庄何 
P ^ X tlE , 都有 

- )lU'-m- < 1, Vr^O. (6,33) 

从而，任取 M 足, £ (£< 1), 对凼数 FiD x v , D» 均可应用假 
设 （6.4) 式. 

我们要证明如下的 

ft 班 6*1 设非线性右端函数 F 适当光滑并满足 （63) 式，则 
无辯对空间维数》> 1.加以任何限制，对任何整数 i > « + 7,存 
在适当小的正数3及£(£<1),使得当初值 

< p € H ^ CR-)n , 

且 

M +1 +WI ( 634 ) 

V +1 ( R - J V ^ lfcl fR # t 

时， Cauchy 问题 （ 6.1)-(&2) 在 f >0 上恒存在唯一的整体解 
W 乂 …且必要时适当修改对 < 在区间 [0, o >) 的一个審测集上 
的函数值后，对任何 r>0 4 有 

n ^ L J |0 , T;/^ +I (R-|)nC([0 r TU H' +l (R”）, (635) 

: r,H.cK"))nc(Lu ， (636) 


* 41 * 


由千定理的成立对空 N 维玫没肖限制，为证明定浬 6 _u 
只异考祭 



ft — I 

(07〕 

的情形，此时 （ H ) 式化为：在 Wt < 1中成立 



F ( i ) - 0( in 

⑹ S ) 

易知在 《 SU 的一般情形，仍可利用 （6.38) 式柬进行讨论 

m 

任取 ^ t t 

仍由求解 F 述非齐次热拎导方程的 

Catichy 

问题 

卜 — Am — F{ At/) f 

(6.39) 


If — 

( MG ) 

来定义一个映照 

ff — u ■ fv ， 

(6.41) 

其中在（6,39) 中简记 



加— {D,v , 砂） • 

(6.42) 


我们仍要证明_当 d 及 H 适当小时，映照 f ■是 Xu 到自身 
的压縮映照，由此就可得到定理 6.1 所要求的结 i 仑. 


引 a 对任何 x ^ f 必装时适当修改对 * 在区间 [0, 

oo ) 的一个零测集上的函数位后，对任何 r > o , n 

u^fp^ w* t; ^ +i (R*»ncao, rh w b (k.)), 

(6.43〕 

li.eLHO, r； 叶 （R，））. (6,44) 

证由 （6*28) 式，同引理 5. 2 —徉证明，就得到引理 

31理 6*4 当3及 E 适当小时，映照 f 将 AT,, e 映照到自身. 

证 我们要 证明： 当 $ 及 H 造当 小时，时任何"心有 

“ — 1 fW X ““ (6*45) 

由 （2.3) 式， Cauchy 问 M (6.J9M6.40) 的« w 一 IV 可写 

为 

!#〔：，•）— S(/}<p + 一 r )^C^(r, - ))^r # ( 446 ) 


从而 






DMt 3 - ) - D x Sit) 9 + [ D x SO - i - ))dr t 

(6,47) 


利用 （6.5) 式，由 （6. 4 7) 式可辱 
1队《(1， * )1 《以 【+ ■_) ' ' ifpll ^^^ ai ") 

+ ef (1 + j —r) 宁 ||f(4Hr, ■ ))t , dt. (&48) 

Jo 

由 （4-43) 式(在其中取 r ^ \ , p - OO 及 u — i )， 并注意 
到 （6.29)—(6 JG ) 式，有 

||f (加0, • ))1 R -> 

< C \ D x uit n * )||^ ir -.. i a . t ' D ^ Cr , - 

< CEHl H - r ) '^ +l) . ( 6 A 9 ) 

将 (6.49) 代人 （ M 3) 式，利用 (5.54) 式，并注意到 （6.34) 式，就 
可得到 

sup( I + f ) 丁 < Cj( 5£ + £】）* 

<>y 

(6.50) 


其中 C , 是一个正常数 

利用 （6,6) 式，由 （6.47) 式可得 

十 C [ u +，一 OIF ( 糾 T , ， ))H^. ltl 

(6,51) 

仍由 (4.43) 式(在其中取1, p^q — 2 及有 


* ))| I»- J 4iJ 


< L !| D^(r , " )| Ih ^ r"i 

< ci dmj > • )Ew, + 金 \o[v{t^ - )[!L\r-) 

\ 14,- J 1 


+ 13 


_ 



■ 

+ Tj I W^^OUi/cR-.l (6,52) 

ill-J / 

再注衆到 (6.29)-(6.31) 式以及 （6.24) 式，魷有 

|F(y|*4r, •))[ w 叫 r_j< CE 7 {(1 + r) _ ( 1+1 十 （i +，）’） 

(6.53) 

将 (6.53) 式代人（ 6 . 5 1)式，利用（5.5 4 )式，并注意到 （6.34) 式, 
就可得到 

sup(l + i )^ D M u { t t - ) < C 3 ( ff £ 4 - fi 1 ), (6.54) 

其中 C 3 是一个正常数. 

又利用 鋒) 式，对任何多*指标 々 cm 由 ( mo 式 

可得 

」ii 

- )! U ； ( R -> ^ CU 4- 0 r iqyt 

C ( \ + f — r) ~ jF^At/iTy * )) dt m 

(6 J 5) 

再一次利用 (4 43) 式(在其中取 r — ^ — 2 , p ■ oo 及 a — 1), 
并注意_ (6.29) 及 *(6-31) 式，有 

|F(A^(r t * ))| UMi (r - n 

< 厂 IM(i，. )[|/fJ*-+i( R » \D w v(t f - ) 

^ ^ ' D^vir ^ - ) 1|^**{||_>(1,0»女(【 ， * }| U ' r _) 

■ 

十 S P > U ，• CEKI + t ) 1 ^^ 

+ CE (1 十 r )'^ y IDMr , - (6.56) 

I Ai 胃 i 

将 (6-56) 式代入 (6,55) 式，用 (6.34) 式及 (5-54) 式，并_到 
(6-24) 式及 （6 J 2) 式，有 
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Woiuo, - 瓜 ' R ' < c3eo 4 - 仙 

+ C /a + ^ tr^WFiA^r, - ))|| w .^ H .^ir 

< C{8E -h £0(1 -H fr •⑷ + C£( j"(l + t — r)-w ⑴ 

. (l + rmr )' ( J: 2 _Wr t • Wn^dty 

< CidE + £”（1 七 1 (6.57) 

从而可得 


SUP Sa + . )IU- t R-) < C^8E + E”, 


t>a 


\\ i<M 


(6-58) 


其中 G 是一个正 常数. 
再由 (236) 式，有 


'm 


4 


I £ _ ] \ 



\\ F ( ApCt ^ - )) f ,^ it*^r \ 


(6.59) 


由 （ 6.56) 式,易知有 

IIFUKt , * ))『 〆 <*_< CE^l 

S « o ; K 〜.) IVc , 



) 


\ m ^ i ) 


(W + rr 1 


4 


(6.60) 


代入 (6,59) 式，并注意到 （6 J2) 及 〔 6.34) 式，鱿得到 



« 


V 


S 必 0, . WM^dt\ 


< C 乂 dE 十 £ 3 ) ， (6.61) 


貢中 G 是一个 iE 常数 . 

合并（6,50)、 (6,54), (6.58) 及 （6.61) 式，易知只要选取#及 
H 适当小， (6.45) 式就 成立. 引理 6.4 证毕. 

弓当5及 S 适当小时 9 映照 f 按空间 X ,. s 中的度垃 
为压缩 . 

证 任取 ^ X ttB 由引理 6 J ， 当义及 £适当小时，有 



3 — fp ^ X tmS , (6.62) 

令 

〆 —£1 — 5， — tf — a, (6.63) 

我 n 要证明：当 s 及 e 适，小时，存庄正常数, < i , 使得 

D t U ^ X ^ DX^) r (6.64) 

易知 

K - _ F { Av ) - F { Au ), (6.65) 

0, (6.66 j 

类似于（6. 4 8)式,现在有 

< C < (1 + f — r) + |F(/l?(r, - )) 

一 FC/l^Cr, • )) dt m (6.67) 

由 (4.61) 式(住其中取 r » v - I , p ^ oo 及 a - M ), 有 

1 J ^(4 S ) — 开(刪^一 \ R _ r 

< C (.| Z >^|| 

+ j D x p ix (6.68) 

这儿及今后我们简记 

— + \ D ^ 0 \[ w ^ p ^ p (6.69) 

于是由（匕 29 )— ( 6 - 3 0) 式，并注息到 DXp ) 的定义，有 

| jF {^5( T , - }) — F (^5( r , - ))| w “ (R •: 

< CE {\ + t )~^ (6.70) 

将 (670) 式代入 (6.67) 式，并利用【5.54)式，就可得到 

sup(l 十 0~\\D x u*{t t ^ < C'EDW 

J ，!> 

C 671) 

其中 G 是一个正常数. 

又类似于 （6,51) 式，现在有 

\\D x u {t 9 - )l|V- s _ : (R ' 

< C j\l -M « t )^^ F { Ap { t , - )) 


* 46 



一 F( 4P(r s * {6,72} 

由 （4*61) 式（在其中取及参照 
(6.52)-(6.53)式的证明，并注意到 DM 的定义，有 

i! (Av{r, * )*) — F(AB(t y - ))|U ， 

*C C ( i( R . s 

+ D x v w ' 

<£ C p u x v ^\ H f 

< CE((1 + tT ^ ] 十 （1 十 (673) 

代人 (6.72) 式，并利用 (5.54) 式，就翻 

sup(l + \D E u*(t t * ^ CjBDA 9 (_6.74) 

t > a 

其中 c, 是一个正常数 a 

又类似于 b，55) 式，对任何多黃指标 HUI <0,现在有 

< C ^(l + r - r )" l T -| jF (^ Cr ,-)) 

一 f(m(t 9 - A 

< C [ f (l -¥ t - r )-^\\ F ( AHr y - )) 

— F { Av { t , * ))]\ h ^ ir ^* (6.75) 

由 （4.61〕 式（在其中取 r — ^ — 2 # /r — oo 及 or — 1)，荽照 
(6.56) 式的证明，丼注葱到 DXv 、 的定义，有 

i F (雾办 ， •）） — F(AD(r, . ))| ; ^ R -> 

^ C{ B/ 1, lrt |A + \ r .1 

< CE(1 + O 分 l 、U(，） 

+ ceu 十 o r 2] • )iiw、 

+ CCl + O ’； £U，）S Mir, - ) w、- 

1A1-I 

(6.76) 


■- 
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将 (176) 式代人 (675) 式;用类似于得到(€,5?)-(.6,58)式的方 


sup s o + - 

l>0 ut 心 

(6.77) 

其中是一个正常数 _ 

最后，类似于【6.59)式，现在有 

j0 1*卜》 

< CU5(f , • )) — F{Au{r 3 - »I!^ii^rfr, 

.(6-78) 

由 （6.76) 式，易知有 

j|f (45( r ，* )) — F (刪 r ，. )) f | i j < r -| 

< CE l {l - f - r )^* + l ) D !(»*) 


+ C £>；(^) S ilO ；^( r , • (6,79) 

UI -3 


代人 (6.78) 式，并注意到 （6.32) 式及 A (*0 的定义，就可得到 

(f S ， Wn^di V ^ C 4 ED t iP m ) 9 { 6 M ) 

V I* -I 邊 


其中 C , 是一个正常数， 


合并 t 6. 7 i )、(6.74), (6.77) 及 （ ISO ) 式，易知只要选取 E 适 
当小，就可得到（&6 4 )式.引理 6.5 证毕， 

以下的证明完全同定理的证明_定理 6.1 证毕. 


* 


# 



第二章非线性波动方程 

§1引 言 

在本章中，我们将考察 a 维非线性波动方程的 Caudty 问题 

卜 一 A« ■ F(Du ， D t Du) ( 厶 - H + …十 ~ (U) 

[j — o :« — 屮 U )， 《 ，—必 00 (« — (〜，.，•，**))， (1.2) 

其中 

Du — { u i% ) — ( u w ^ (1-3) 

D t Du - -0 ,t …， 〜f + d ), ( U 4) 

这里为书写方便计，简记 

^ "" K (1-5) 

令 

i ■ ((〜)，#— 0,1，…，为; d |)* 4 / ■ 。山*. *，》，績 + 轉> 1)* 

( L 6) 

假设方程 （ u ) 中的非线性项 F ™ F ( i ) 在 i _ o 的一个邻域 
中适当光滑，并成立 

F(i)-0({Xj 1+ -) t 0.7) 

其中 《>1 为整数， 

注 U 和第一章中注 U 类似 ， 对于形式上更为一般的非线 
性波动方程 

* _ 

W 一 S %( 公 “ ， Ou)u W Mf — 2 a ai (Du^D t Du)u„. 

r，/_l 

- F ( Du , D w Du ), ( L 8) 

总可改写为 ( LI ) 的肜式 (5 见注 7.1 中的说明），但 （1.7) 式中的 


« 
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关千 Cauchy 问题 （ U )-( U ) 在 t >0 上的整体经典解的 
存在唯一性，苜先由 S , Klainerman ([") 于1980年在 a - I 

的情形借助于波动方 程鉍的 ^( R *) 范数当 I — +0 O 时的袞减 
佔计以及能_!*1:估计式，利用 Nash - Moser - Httrniander 迭代，在上 

述一般的情肜下，证明了：若空间维数 

«>6, (1.9) 

则在小初值的情形（即设少00及 M 的某些 Sobolev 空间的 
范数适当小）， Caucty 冋题 （ U )-( l ，2) 在 t >0 上存在唯一的 

整体经典解，并在 # — 时具有一定的衰减性.后来 KW - 
nenrtan (|2])于1卵2年又甩同样的方法对 a > I ( a 为整数) 

的一般 情肜， 在空间维数满足条件 

丄 (I + 丄) <2 _zJL CLIO ) 

a \ a/ 2 


时，得到了同样的结论.特别在时，由（1.1旳就可推得 
(1.9), 一般地说，由 CU 0) 式，空间维数 a 和 a 之间的农赖关系 
见下表， 



接讀 > S * KUinermitt 和 G . Ponce ([1]) 于 1983年锴助于波 
动方程解的 U >2) 范数的衰减性 * 利用局部解延拓法 
比较简单地证得了 （ U 0) 式所示的结果. 

在时对空间维数所加的限制 ( L 9) 其实并不是最佳 
的， S. Klamerman (16 】） 于 1985 年对此作了改通，他借助: p 在 
波动箅子的 LorenU 不变性的基 5! iS 上所得到的一些估计式，利用 
局部解延拓法将此时关于空间维鉍的限; y 改进为 

由于 F . John ([4]) 已证明了：在的情形，对下迮非线 
性波动方程 

A»4 - U $ (i.12) 
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的任一取紧支集初偵 G.2) 的非平凡的 f 经典解必在街限时间 
内破裂，因此，由 （1.U) 式所给出的对空间维数的限制已能 
作进-步的改进.此外， T. C. Sideris ([2]) 已指出，在大初值 

的情形，不论空间的维数如何，都有可能发生解的破裂. 

在”_ 3 这一重要的特殊情形，由于即使对于小初値而言 
经典解也可能在有限时间内破裂，就有必要对经典解的存在 A 廣 
T •，即所谓生命跨度 (life span), 进行估计.在小初值 

^ 0 ； « — U % — StfiOO (1.13) 

的情形（其中 e >0 可取得充分小）,可以证明经典解可以在一个 
相当长的时间内存在，然后才有可能破裂，在这方面， F . John 
([5]) 于 19 S 3 年利用关于 S 进行渐近展开的方法证明了生命跨 

度 T* 随着 6 ^ 0 将至少按1的多项式的方式增长.特别对于 

g 

球_的解， E. John C[4】，1981) 及 T.aSideriUU], 1933) 
分别对半线性的情形： F 而 S. Klai tier man ([3] ? 

1983) 对 F - FiDu , D m Du ) 的一般情形，都证明了当 

B 九生命跨度： T •将至汐以 {A > 0为某一常数)的指数 

力式 增丧.到 i 兆 5 年， S. Klainerman ([6]) 在《 3 时，对 

一般情形下的 Cauchy 问题 （ 1,1) ， (L13) 的 W 司样证明了牛命 

跨度 r* 在 s—Q 时至少以 exp 的指数方式增长，他并将 

这种解称为几乎整体解 (almost global solution). 关于生命跨度 
的研究也 ¥, L. Hormandcr (1.2])^ 

上 lii 的讨论都是在非线性右端项 F 不依赖于《的情形下进行 
的.由于波动方程的解本身在空间中的范数不能用通常 
的能 SfR 分法得到估计，从而彤响到解本身在 +0 O 时的衰 
减性赍，因此，芘 F 还可能依赖于《的情形，为了在 小初偵 条件下 
得到整体经典解的存在唯-性，对空 >] 维数《将要提出更强的限 
制， A，Matsunnira ([2】）在其博士论文中用局部解延拓法，在 

^*2 或 3 的喷形，讨论了系数依酿『》及的一类拟线性波 



动方程的 Cauchy 问题，证明了其 整体经 典解在 t > 0 上的存在 
唯一性，但其中 a 是一个相对说来比较大的整数(在《 - 3 时 
3 ; 在 a — 2 时 a _ 4 ). 采用几何中的共形变换的方法、 D „ Chri ^ 
smdcKiku ( U ]) •在1， «>5 为奇数的情形，证明了类似的 

结果.关于非线性右端项 f 显含《的情肜的一个完藍的讨论，详见 

下一章 I 6. 

所有这些基于解在》时的衰减性基础上的讨论，在空 
间维数时完全失效.事实 _ h , 由熟知的达朗贝尔公式知道 
此时波动方程的解不会瘐减 • 这说明，在《 = 1这一重要的特殊 
情形， 对整体经典解的存在性或解的破裂现象，需要作专门的讨 
论.此时 f 可以借助于特征线法来进行更为深人细致的分析，这 
方面的研究不少 # 例如可见 F，John [1] 以及 S * Klainerman 
和 A . Majda [1] 等. 

在具有某种耗散机制时*棺应的线性方程的解在 I ^ + CO 时 
具有指数的衰减性.因此，为了在小初值的倩形得到经典的整 

体存在性，可以无需对空间维数 〃加以 限制 . 这方面的工作例釦 

可见 Nishida [I] (其中 》■ 1) 及 A- Macsumyra [1] 等， 

在本章中，我们将在条件 （1.10) 下，在小初值的情况，证明 
Cauchy 冋题 （ l a l )-( i ,2) 在上的整体经典解的存在唯一 
性.对《 - 1的情形，在条件 (1. U ) 下的整体经典解的存在唯一 
性，将留待下一章讨论.在本章中关于解的整体存在眭的证明 # 要 
充分利用波动方程的解在 »^+co 时的衰减性，并且这种衰减 

性将随着空间维数〃的增大而得到 进一步 改善.为了说明这一事 
实， S_ Klaiberman ([4]) 转述了 F. John 在 [2] 中引用来加以 

说明的莎士比亚在其剧作《亨利四世》中的一 段话： 

•■荣誉犹如水中的圆圈， 

(它)永不停扈地扩大， 

直至伸展到化为乌有” 

( <B Cilory Is like a circle in the water. 

Which never ceaseth to enlarge itself F 
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Till bv hroad ipireadkng it disperse to naught/) 

在泠间维数#愈高时，将为波的疏散提供更为广大的空间,从而可 
以导至更快的衰减. 

在本章中对 Cauchy 问甌 (U)-(U) 的 fe 体经 典解 的存在 
唯一性的讨论，我们也将采用第一章中处理非线性热传导方程的 
类似的方式进行.这一方法对右端项依赖于《或具有某神耗 fe 机 
制时也同样珥以采用，但由于波动方程的解的正规注不如热传导 
方程的解的正 规性， 在具沐讨论时％要作更为深入纳致的分柝和 
处理，从而和热传导方程的情形相比要经过 f 个比较_曲折的 
途径才能达到上封所宣告的最终结果.尽管如此，整个证明的 a 
路和步骤仍然比以往的证明方法要清楚和简便得多. 


52 «维波动方程 Cauchy 问题的解的表达式 


2,1引官 


我们已知，对三维波动方程的 Cauchy 问题，可以利用球面平 
均的方法来求得其解的表达式，再利用降维法，躭得到二维波动方 
程的 Cauchy 问题的結(参见谷趙柰等 [1]), 在本节中，我们将这 
一方法用于求柙》维波动方程的 Cauchy 问题> 得至|相应的解的 
表达式，为以后的讨论作好准备.整个讨论仍分《为奇数及〃为 
偶数这两种情形进行 4 先利用球面平均法得到在《为奇数时解的 
表达形式，然后再甩降准法得到 〃为偶数时觭 的表达彤式.为了 
以后的需要，这里的推导只着重解的表达形式，对表达式中一些常 
数的具体数值不一一加以指明. 

拫据迭加原理及搪此而得的 Duhamel 原理，关键要求解如下 
齐次波动^程的 Cauchy 问题 



U — fl:v ■ 0, —400 U 
此:可 S 的解令 G 扠们将 〖 d 为 


(24) 

0 , 2 ) 


蠡 


_ 



这黾 




( 2 , 3 ) 


财 4 — «(*，•） (2.4) 

是一个线性算子，其具体的性质反映了波动方程的本质 ，正是 本章 
蒲要重点研究的对象. 

若 Li 求得 Cauchy 问题(2.1)-(2.2)的解 (2,3), 则易知 Cau * 
chy 问题 

f «„ 一 Aw — 0, (2.5) 

1| — 0 ：n — 屮 （*)，■ 0 (2.6) 

的解可表示为 

** ^ (2,7) 

at 


而非齐次波动方程的 Cauchy 问题 

广" 一 Ai# — F { t 9 4r), (2.8) 

U =■ G:m ™" 0， ™ 0 (2.9) 

的觯则由 Duhaniel 原理可表示为 


u 


— f S(j — r ) F ( r s 


( 2 . 10 ) 


因此，一般清形下波动方程的 Cauchy 问題 

— — F(j ， x )、 ( 2 . 11 ) 

I# 〜 Q：st ^ u t ― C2.12) 

的觯巧统一表达为 

“ ■ 各 (50) 妒 ) + 狂 0 办 + f 5(j — r)F(r,O^* (2.13) 


自然，这里恒假设 ip, 步及 F 均具有造:当的光滑性，具体的要求 
在以后的讨论中再加以指明. 

在本节中，我们要证明如下的 
定理 2.1 设必适当光滑，贝 J 

(i) 当口 为奇数 0* > 1) 时， Cauchy 问题(11)-(2.2)的 
解可表+为 
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’ Jf) — S ( 臺 ) 2(*’(2.14) 

的形式，其中心珐常歆，而 

QO^ ■丄 f Hx 十 si)dw t (2J5) 

fx >, JlCt ， 

为馳巾 - M 在以 ^ 为中心、 ，为 半径的球面上的积分平均 

■ 

■为⑴ 中维位球 M A : M - I 的面枳，如> 4 为此单& 
球_的面积单元，而 f 一 a , • "，？_)• 

(ii) 当 〃为偶 数时， Cauchy 问翹 （2.iK2.2> 的解可 # 示 
为 



■ —2 

~Y 


Oy ™ S 厶 ， ” ( 

E - 一 * 、 


9 

圍 

3( 



U .16) 


的形式，其 中乂 是常数，而 



必 (JC + f 套） Jcuj ， 


(2-17) 


其中 — (#m ， -■ ，忘 • ）， f»+i) "- (fi,^ ** | T , 

A - M ， 而 d 叫为 R - + l 中单位球面 - l 上的 ® 积 
单允 . a la 式亦可改写为 

ft r r *-1 「 

G(i ， I 〕 ■ -— l — —— 一 - I 必(： + r|)db|rfr # 

+i ■ 0 I 1 4^#- ^ J 



2.2 球面平均方法 

任意给定一个函数 h - h ( x ) …其在以 I为秦、 

，为半砼的球面上的 m 分平均値记为 

Mdx, r}- ― 1 — j hMdS” (2.19) 

^0_ T m 1 JI f 

其中 《 •为 B _ 中单位球面的面积 ，必， 为球面 |y — 幻= 
上的凼枳单元,而 1 为此球 C & 的面餐 U 易知上式呵改写为 
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r) _ 丄 | ^ ^ A(jc 4- ri ) da > i4 , 

(120) 

由上式，原先只对 ^0 定义的函数 W a (a 

r)y 对 f 3 

也可以定义，且为 r 的偶涵数. 


若 A € 则显然 M *0 r ， r ) € C 1 ， 且 


M a (x ， 0) — A(*) f 

(2.21) 

并由于是 r 的偁函数，有 


d ? 6 0, 0)-0. 

Or 

(2 J 2) 


此外，由 (120) 式，有 




2 


从而由格林公式得 

9 W*(jt 

K k, 

dr 


AA iy)dy M 


从而 


- JLZiXl Ahiy) dy 

dr co M r. 


+ 


厶 A 【 y)rfS 


' n —縿 




+ — [ 
io m f " ^ J I If — 

另一方面，由 （2.20) 式，有 

A * M *( x , r ) *- 丄 f 

Jii 


AA ( yV * S . 




A , A(r + r §) Ji»f 

I- 

t A A Cy) dS. 

J _”■ [™# 


(2,23) 


【2.24) 


(2.25) 


联合 （2.2 4 )—(2.25) 式 ，并注 意到 U 2 〗)一(12 2 ) 式就得到如下的 
引 a 21设 AOO CC ! 则其球面平均函数 M 办 〆 ） ec % 
满足如下的 Darboux 方程 


A 56 4 







( 2 - 26 ) 


且满足如下的初始条件: 


r —G:M*U, 0) — ACjt), 



Or , 0) — (L 


(2.27) 


注 2,1 上面只在 r > G 时推得了方程 (2.26) .但由于 M h {^, 
O 是^的偶函数，易知方程 (2,26) 在 r < 0时也成立$因此对 
一切 r € R 均成立. 


现在将上述事实应用于 Cau«hy 问题 （2J )-〔2,2) 的解 
h - uO f x ) a 在解 * r) 中视*为参数，对 T 变置作球面 
平均，就得到 

x, r) - 1 - [ «(f, x + rOd^ i% ( 2 + 28 ) 


反之，若已知解的球面平均 M / i , r ) f 就可 求得解 

«(#* x ) - M 乂 I ， 0), (2.29) 


因此，为了求 Cauchy 问题 C 2 .〖)-( 2 _ 2 ) 的解《,只须求其球面年 
均函数 x f r) m 

现在看 MAU r ) 应满足的偏微分方程.由引理2.1，有 


厶此 







再利用《是波动方程 （2 J >的解，由 （2.28) 式有 


(130) 


△, 从 _ ™ ^-[ A,ji(i 9 x 4- r^)dix>i 

\ H m h 

— If 挪丄 d) 

ia m J \i -i dt 2 


d^M 

■ ■ ■ I -■■■ 

dt 1 


(230 


因此. hf . 0 . r ) 对任意固定的 Z 6 R *， 对变数*及^满足如 
下的 Euler - Foisson-Darboux 方程 


^ M m _ & M m 


at 1 


dr 2 



dM 


m 


r 


dr 


* 


( 232 ) 


再由 《 所满足的初始条件（2.2)，对 AG 有如下的初始条件 



(2.33) 
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因此，有如下的 

引理 2.2 若 w ( r , jt ) 是 Cauchy 问题的 

C ' 解，则它对*变 ffl 的球面平均函数 M . U , O , 对任意固定 
的 Jr € R _, 是定解问题 (2.32)-(133) 的解 • 

球面平均方法的本质就是通过求解仅包含二自变数£及^ 
C 但包含参变数 * _ (知，…，心 )) 的定解轉题 (2.32)*(133) % 
求得 M H iu ^ 0,然后利用 (2,29) 式來得到 Cauchy 问题 
(11)-(2 J ) 的解 W ( r , r ). 

为了下面讨论的蒲要，将方程 （2.32) 改写为 






dr 



0 i -3) 


OM 

I ■ I 

dr 


(2-34) 


2.3 #* = 3 的情形 

球面平均方法在空间维数〃 = 3 时使用起來特别简毕，并且 
对一般情形的讨论可以给以启发.本段我们先简单地■项一下 
« * 3时的求解方法，再由此过渡到《为奇数 («> 1) 的一般懷 

形. 

在《 _ 3 SL 方程 (134) 采取如下的特别简单的形式 

而初始条件 (2.33) 可相应地写为 

，一 0: rA/ K — Oj — ^ rM^(xy r ) # (2,36) 

at 

因此，函数 rM m 可由熟知的 D'Alembert 公式表示为 

Jf, r) j it ) da m (2J7) 

注窓到 «) 是 a 的偶函数，上式可改写为 

M*(fj x, r) — — f aM Jx , a)da, C23S) 

It Jl-r 

在上式中令 r — 0 , 由 （ 2 . 29 ) 式就得到 

«0> i ). C _' 30 ) 

# 5b « 




若记 


4T) — 0 



ill 


<K 龙 + tf) (2*40) 


就袴到 


(^, x) — tQO, ^)* 


( 2 M ) 


这就是 


时的【2, 〖4) 式，即 对三维 的波动方程的 Caucty 问 


题所熟知的 PoisSM 公式. 


2.4 «为奇数 （ft > 1) 的一般情形 

在《为奇数(«>0的情形，由上一段的 结果. 这电着重考 


察3的情形+此时由于方程 (2.34) 中有一项 U - 


6 M 


m 


dr 9 


无法直接利用 D ^ Alemb ^ rr 公式求解，必项作进一步的考虚. 


注惫到 


Wf T ~ 


1 (^ 


(2.42) 


可将 U.34) 式改写为 

„ I 

d〆 


H 


r 


dM_ u 

~ a 7 




dM 


M 


m 


r 


(2-43) 


将上式对 r 求导一次，然 后两端 再乘以 r % 可得 


di 2 



dM u 

- ■■ ■~ Wh M 

dr 



dr 2 


dM m 

Sr 


皆 -( 



dM 


dr 


_ 


(2.44) 


注意到上式右端第二项的系数为 （》_ 5), 比 (234) 右端第 
项的系数(«-3)少了 A 而上式右端第三项与 （2. M ) 右端第 


二项具有相同的形式，因此，只要怍及 


9 M U 

"aT 


的适当的 


线性组合，可使其满足的方程中不含 


dM 


dr 


的项，而只含— 


5) 


dr 


的项.特别垲，如果 


，则此项不出现，就可利用 


# J 9 • 




D ^ Alcmbert 公式，具体地说，在 
式有 


时，由 （2*34) 及 (2.44) 




dr 2 



dM 


( 2 A 5 ) 


ff 

■ —■-- 

dt 2 


dM 


dr 



& 

-— 

dr 



警 ")_ 6 ⑴ 6 ) 


于是若令 


N 


dM 


dr 


+ + 3rM 


(2-47) 


就可知~造会 LPAlemben 方程 


aw 

~ a ^ 


3 W 




dr 1 


(2.48) 


而相应的初姶条件为 


d-N 

■ 


m 

97 


dMjx t r) 

dr 



3rM + ( 


r )_ 


(2.49) 


于是由 D'Alf rabert 公式，有 


N 


^ tI 


«* 上） + «)] da ^ (2.50) 


仍注意到 MAr , a ) 是 a 的偶函数，上式吋写为 


N ™ 


2 


+ SaM Jt { x 3 a )} da . (2 51) 


da 


A 


由此 


2 V 


dM 


IimA / e ( r ， Jt , r ) 一 tim 


dr 


Um ― 


- [ t 1 dM Jjh. i) + 3jW (jc 5 0 
3 L dt 



3 


^ ^ + 0 Af “ r ’ o 


a 


3 dt 





(2.52) 


这就是 


时的 （2.】4) 式. 
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从 i： 述 ff - ^情形的泶解过程鱿可以香到，如果《>5,则 
为了求 ft Caiichy 问越 CU)-( 2 .2) 的解的岌达式，还耑要进一歩 

将方程对 * 求导，而_一次求导，方程右端第二项前的系数就会减 
少 2. 于是求导到一定次数后，方程右端第二项将变为零.冉怍 
造当的线性组合，就 W 以得到 D - Alemhert 方程，从而求得问题的 

解.为此，我们先证明 


§19 2.3 对任何 4-0, 1, 2,…恒有 

2 





+ (» — 2 \ — 



d ^ M M 



(2.15) 

其中 C ^ C /- 为适当的常数. 

证在々0及1时，这就是前面已得到的 （2.34) 及 u 44) 

式.由数学归纳法 * 只要证明若 （2.53) 式对 


成立，则对々+ 1也成立，即 iJE 明 


(« — 2t — 5)r 是 




(2.54) 


注意到 


& 



d^f 


|P* + f 

d^\ dr* 


_ 



d 








々 a 


o 


d 先 M 

OH 


(2-55) 
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可将 （155) 式改写为 

£ (货) ■ H ( r2 



(釋—々一 3 ) d^ l M 


r 





E w 


dr^ 


&M 

dr 1 



是（々十 1) 3 ^M 


9 r* 


(^ 56 ) 


将上式两端先对 r 求导一次，再乘以 r * +1 , m 


df 


(—+ 


屮 +l M 


w 


a ， 卜， 

+ 29 


)- 1 ^ 


3 * +l M 


ir 


dr ^ +1 


) 


r 


dr 




十(卜一發 



4 U + 0 


d^M 


9 r^ L 


2 々 U + lV 


a 4 w 

aT? 


k 




r 


t a^ i M 


dr t+l 


t 


+ S c *p r 


d%I 


A 


dr 


& / 
Qr l v 


-發) 


a 


(r^ 


d kJhi M m 

8 r * +1 




a |+i w. 

d'r^ 


^ r w 

-*■ S c i 




»'M 


dr 


(2.57) 


其中 Cl 及 C k + ipi 为造当的常数.再注意到 




u + 2 )W 




9 r ^ 2 


+ U 十 2) V * 


a ++l M 


9 r* 


(2,58) 


由 （2 57) 式就得到所要求的 C 2.54) 式.引理2,3证毕， 


注12利用数学归纳法可以证明，在 （2.53) 式中的常数 C 

具体取下还的 数值： 


♦ n * 








(/一 1)! 


""—々（《 + 々）* 


(ji 一 1 ) 




1)， 


as 9 ) 


现在利用引理 2.5 庄 a 为奇敛 U > 1) 的情形来求解 Cauchy 
隨 U1)-(2,2) T 圮 

n * 2 m 4- 3, (2.60) 

并令 


m 

AT - 2 J ^ k *' 


a ^ A /« 


(2-61) 


在 （2_ U ) 式中,我门取定 4 〜 1, 而 “… d 島叫 之值则由使 

~满足 DVUtwben 方程 


6 W „ &N 
dt T " dV 


(2 + 62) 


的要求苌决定.由引理23,这要求将 （2.61) 中的每一项 

少令 U - o , U---， 韻满 足咖⑽ 进行线性组合 


后，其右端各项 
妾求必…人 


^Jjn 

dr 1 

满足 



1，_一，孤）前的系数均为零，即 


m 

^ C^d, + (« — 2 r — 1 ) 4 /|_ L - 0 (/ _ t，" - ， m). 

t ，# 

(2,63) 

由于已取定心 (2.63) 是‘ <，•••， d m ., 所满足 的一个 
线代:数5裎组.我们要证明可由此唯一决定本，且 

A > 0, (2 + 64) 

审实上，将 （2.63) 的第 <• 及第 i + I 个 （f I，.、m — 1) 方 
程分别改写为 

m 

2〜 〆 々 + Ci + i ■乂 +i + C“d, + (rt — 2/ — 1) 沁 _ ■ 0， 

i ™ i *# 

(2_6 气） 
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十 + ( 办 一 2i — i)d t ^ 0, {2 k 60 

kmi+1 _ 

由 a 學 9) 式,易知有 

■ —*1、■*+_ ^ i + 2, ■ ■ .， m ), 

c …, t — (» — l)/(i Hh i ), ( Z 67) 

C “ - 办 + OiC i+v+l - «(^ ： + i)C« + i + ll* 

于是用 i 乘 (2.66) 式并与 (2*65) 式相加，就得到 

(» ^ 2i — l)h ㈣ 3 i(i 4 - l)di 

+ + 1 )G + 2) rf | +1 ™ x 2.58) 

而在 I - m Bf * 注意到由 （2.59) 式育 

— —min + m )， (2.69) 

直接由 (2.63) 式及厶 _ l 可得 

一 2 m 一 ~ m(n + m) m (2,70) 

这样禹， 仏…, d m — 所满足的线代数方裎组就简单地化为 【2,68) 
及 （2.70), 注意到由 （2.60) 式，有 

|»<2/— l>u G ■* J ，，• +，/?!)， (2.71) 

曷知可由（2_68)及 （2.70) 依次唯一地决定出厶 - 4 , dwA 
及也，它们均取正值，从而 （254) 式成立. 

这样，对由 usu 式定义的方程 a «) 成立，而棺应的 
初始条件为 


t - D t iV-o, ^ 金 d K r^ 1 9 ^5 r # 12.72) 

Ot 者 _o or 令 

于是由 D'Alembert 公式 ，并 同样注蒽到 M^{x, r) 为 r 灼偶亟 
数》有 

购， r) - i T +， 2 d k ai+i ―― ^-— da. (2,73) 

2 J 卜 aw - / 

于是,注意到 （2.64) 式，有 

^Uf ^ x, r) 
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0 

_ — 



(2.74) 


这就是所要证明的 （2J4) 式，定理 2J 的第一部分证毕. 


2.5 〃 为俩 数的一 般惰形 

利用降唯法，若在« + 1维空间中考察下述 Cauchy :句题 



[t — 0：w — O s u t . — |/>(^) Oc (I ，薩 ■ •, L ))， (2*76) 

其觯必与无关，从而必为原 Caucby 问题（ 2 + 1)-(2.2)的解， 
但当《为偶数时，》+ 1 为 奇数，故由 （2,14) 式， Cauchy 问题 
(2,75)-(2.76)的解可写为 

^-JL 

« x) — XI W ( 音 ) G(’ ， Jf), C- S7) 

而 

G{t^ x) — 」一 S <Kx + t^duafj (2.78) 

⑽ ■+! J … 

其中 o, 1-(5, f. + .) …， S-， S-H)， 

ll< -1， 而心 ，，为 K- +l 中单位球面 £?_+_■• Ill -» 1 上的面积 
单元，这就是听贽证明的 （2.16) 式， 

现在证明 G { r , x ) 的另一个表达式 （2.W). 它在下面的 H ■论 
中将更易干 应用. ▲ • 

由 U.73) 式，我们有 
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CO , x ) " f ™ [ C^(r H - t 三 x (2,79) 

+ . -綺 「， 1 

记 v ， fy ■，…， y ” y , + l }， 土，0, o ) ™ O ■，… s r ,， o) s 将 

上式右端在球面 |?™ i | - i 上的积分投影到平面上 
进 ff ,易知在_ 0上的面积单元 

r ’-' do'Hr ~~— - t ' dioi , (厶80) 

其中记 

卜啬-(.…令) ， m ⑽) 

再注意到应有 

UI -丄， (2 J 2) 

i 

于是由 （2.81) 式可得 

痃〜!. (2,33) 

这样，由 （2.79) 式可得 

G { t , x ) - — T [ 4 »(x + r |)—- —— r_K 

(2.84) 

再将# 改写为“就得到了 （2*18) 式.定理 2 . 】 的第二部分证毕. 


§ 3 ” 维齐次波动方程 Cauchy 问函的解的一些估计式 

M 引亩 


在本节中，对 〃维齐 次波动方程的 Cauchy 问题 



U « 0: u — (pix)^ _ 小 00 (Jf ■=•* ( 心， (3,2) 

我们要建立其解及其偏导数的一些估计式 ■ 着重揭示解及其偏导 
数按某择 Sobolev 空间的范数在 * —+ CC 时的衰减 性质. 由于随 

葙波的传播，在一定范围中的初始扰动将扩大到愈来愈广大的范 


_ 
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围，而总能 ft 保抟不变、因此可以芒象解及其偏导数在* — 时 
必然会按某咛 Sobolev 空间的范数衰减到髿，而且空间的维数愈 
大.衰减的速度也将 愈快. 和上一章中讨沦非线他热传导方程的 
情况类似，这一求实对在本章中证明非线性波动方程的 Caudiy 问 
題在小初值惜彤整体解的存在性，将起重要的作用. 

下面我们首先对解本身的^(«")范数建立用初值及其偏导 
数的 LW 范数来估计的衰减估计式（简称 U — 估计<)， 
然后对解的偏导数逑立相应估计式.再将上漆 L 1 一 估计式 
和由能沪积分捋到的佔计式进彳 j 插值， 崎得 到对解的偏导数的 
LMR r )(^>2) 疤数用初值 及艽偏 异数的 V(FO 范钗来佔计的 

衰忒估 VI 式 I 简称 U - 估计 式）.这■些 feL 十式是卜文中讨 
论的虚要基础. 

^2 v - ir 估计式一为奇数 c «> 0的情形 

首先考察 Cauchy 间题 （2,1 M 2 J ) 的解. 

为说明方便起见，不妨设 卜 MjO 为具紧支集的无穷苟微 
函数 5 即设 

^€ C ^( K n ). (3 J ) 

由 （2.15) 式省 

(~)' q ^ Hx + 岵 X n .4) 

注愈到 （3.3) 式，有 

(D <K* + 技 ） — 一 .f i~§^) </>^x + 4)* 

—r (奢 r 、 + 咖 ( 卜 0, (3.5) 

分部积分若干次后，就得到 

{~J^ x + ^) - + J* 0 - tyr v ^ + fp 山， 

(3,6) 


其中右端取正弓或取负号_ 
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这里注意对 （2.14) 式中的 1 


« — 3 


i 


Wm 


2 


，恒舎 




1 


2 


因而上面的分部积分是有意义的，而且这种分部积 


分的目的就是便对不同 P 值的项，对办的导数取到同样的因而是 


最高的阶数 


2 


,这样， 




d 

ds 




s^)dto^ds % 

(3.7 ) 


从而 


h ( l ~) ■吣， 


<c 




0 




(} J 少(： + ds t 

as i 


C 3*8) 


这里及以后， C 均表示某个正常数， 
但由于 ^>*>0 及 


3 


2 


貧 


r +1 0 — < 广 +: j 一^ 


F + S 


-c*+n 


■ 


1 


_ 


< 


(3.9) 


故由 （3.8) 式得 


a 

Si 


J Qih 




» 


^ Ci 


j 


f 


\t\ 



5 


^(jt + f|) dm^ds 


< Ct 


i 


< Ci 


[ I 。 

J I j.—#^>ir 


|! I >， 1 < p \ L l { R m ] 


0( y)Uy 


其中 n 表示必的一切可能的 


1 


2 


(3,1(0 

阶偏导数的粲合.代 
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入 （2 14) 式，最后我们得到 

!«(，，• )l!t- R - ? < c* ^ (3.11) 

这说明 ，当〃 为奇数 (» > 0问题 （2 JM 2.2) 的解 

的 HR _) 范数以 f \ _的骱数随 十⑺衰减到霉：空间维数 
〃愈大 》衰减速度愈快. 

上面的估计式 R 在^> 0时成立，且在 * 0附近是不好的, 

下面用类似的方法推导一个在 * = 0附近夤用的估计式.这只须 
在 （3.7) 式中再进行分部积分若千次，使 0 - 0 的次数达到 
(» - 1)-(^+ 0,此时对0的偏导数应为 O — 1>次, j 是肓 

{di) Qit, x) ^ c l / 1 _ o m ty ^ n 






+ s ^ dia t d£ t 


(3.12) 


从而用完全类似的方法可得 

] r +i ( QO , x ) < € W m r ' M \ o ^ (3 13) 

其中 DU a 示必的一切可能的 《 — 1阶偏#数的集合.代人 
(: S . M ) 式，最后得到 

A 如 • nL ^< c [\ Dr^i 乙 _ tR ' ， v« 会 o. C3,ii) 

合并 （3.11) 及 （3.14) 式，魷得到 

H«(#，• ) r L_(R*i< c(i + I 〕 Vt 

(» 为舒数 («> D ). (3.15) 


S-3 U —JL m 估计式 —— r* 为偶教的情形 

由 （2.17) 式、 

( , fG ( i , 太） -丄 f + (3.16) 

^ dt / io M+l . if：-* ' dt f 

注意到 （2.83) 式，巧知 

(盖 )• 卿十 ，!) - ^4)*(—)*0(* + ( VI 7) 
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从而和推导 （2 J 8) 式类似地可得（最后仍将 £ 改记为 f ) 


dt 


Jgo 


Ct 





Vr 




j (J^) ^ rg)di£, t dr 

J It ■叫 ' r ii 


m 


om 


于是 


a 


)’G(/ 


龙） 


1 C w t 


+1 


r 

\ 





a 

■: 

Of 


I 


II 





<J}(x + rfWr 

(3 19) 


其中 



C 


W ( 
0 \ 



aJ ^ _ f l 


(D 从 x + f 以— ▼ ， 


(3.20) 


■ I 


C^t 




UT = 


r L-_ (奢) 办 + “ V 一， 


(3.21) 


而 _ 为满足❹< e < I 的常数，其数值下面再进一步指定 


■ 


容易南到 


< € 


aJ % 2 — (» — B> J 


4 i 


a 

dr 


< C 


vV 一 G - 


J 0(jr + d(a^d\ 






(3.22) 


其中 D p A 表示必的一切可能的 p 阶偏导数的集合 i 


又 




+2 



dr 





朞 


Mip 


LD 办+ ! 


(3,23) 
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诅 


t 




— dr 


^W： 




.1 


— u — e .r ^ 




Ifu 


sup 






sup 

■ <f < 




[一 t (D 

n(UI(^). 




4f(^x 4 - f^dtdtOf, 


<{f(x + s^)\s M ^ L dfdm 


< 


sup (r-^ ( |D ； +s jrCy)Uyl 

r - s cr i J / 


^ (f s j 1 Dg* l 1 - d* j, 


(3.25) 


于是 


I /」< dd R _，. (3i26) 


s 


对 i > 1, 取 e — 1 ，就有 

J ^L 

1 2 


A/' 〆 一 (* —— &f 




2 


y 4 i 






(3,27) 


又 


一 （/ — g ) ? 
f 一鼉 


-s/ 4i — 1 2 , 

2r^r < 产觀 0 (H), 


(3.28) 


于是由 （.3.22) 及 （3.26) 式 得到； 当时 



d 


dt 


J GO , 


X ) 5 ^ 5； C 




-1 


(1.29) 


再代人 （2.16) 式，就得到 


^ c y i 




(U:<Ai jlVh 





Vr ^ 1 


( JJO ) 
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m 



认而有 


W u 0* * ^ Ct * 2 A 利认 r_ 


< Ct 


4 W 》 “(n ， i ， Vi > 1 


OH ) 


它与”为奇数 （》> i ) 的情形具有同祥的衰减率 


鲁 


这个估计式在 


0的近旁是失效的.为了推导一个在 


0 附近 有效的估计式，在 （3.19) 式右硝进行分部积分 f 可得 


(ai) GOs 








ip 


le ，-. 1 (a；) 

. c ^- +1 [( tT 




少 （jr + § Q m ) dsdoi^ir 


j 


心 1 




, 




0 


1 df 


必 (ar + $^)dsdtoidr m 

(3.32) 


注意到由 < 


- 2 


2 


有 


2 > 2 v % 从而浐 ， 


于是得到 




<, C ¥ 


$ 


dr 




* sup 

i<r 




tCl 


r (…) 


^+ i > 


m 


1 C 奢） + 岵) 卜—) . 


(3.33) 


但 


i 


0 


dr 


VV 


2 


(3 J 4) 


又因 》 — 2 > 2 v , 有 


〕 


(v+l 》 




+1 


< 


，+o 


(3.35) 


于是 







Ifl 




i 



d 

-i - 8 T J 

ds 


X 


4) 


dfdra 


名 sup 





orW)Uy)< \\Dr\b\\ LhR . u (3.36) 


代人 （3.33) 式躭得到 

’’ +l ( i；y G(r * ^ ^ C ，| pm <R ■“ (3.37) 


从而由 （2 J 6) 式得 

««<>,• < C |] DrWl | L i( K _h Vf > ()• (3.38) 

合并 C 3.31) 及 （3,3&) 式，并注意到 《>2 时， n -\ ^ %就 

2 

得到 

b H \ 

y«(!，• )fl^ t R*i 名 c(i + o —厂 11 办 v, > o 

in 为偶 玫）. (3.1?) 

将 （3.15) 与 (3.39) 式合并，就得到 

513 3.1 设必适当光滑，在空间维数1时，对 Caudiy 问 
题 （2 JM 2.2) 的解 (2,3), 在右端所出现的范数有意义的条件 
下，如下的寰减估计式 

-厂 1|办; vw %* > 0 (3.40) 

成立，其中 C 是一个正常数. 


3.4 导数的 L 1 一 估计式 


现在对 Cauchy 问题（2.1)-(2.2)的解《(*， r ) 的偏导数建 
立相应的 P 估计式. 

X } 关于*的各阶偏导数显然是下述 Cwchy 

N 题的解 t 


(w tt 一 Au/ — 0 , 

li — 0；« 0, w t * D v ； tit m 

于是只要少话当光滑、由估计式 （3.40) 就有 


0.41) 




< C(\ + Vr 5 ： 0, * > u 

(342) 

下面再来看解 j ) 对包含 £ 的偏导放的估计式.为此先 


看对 


du 

df 


的&计式. 


由定理 2.1 ，当”为奇数 （《> 1) 时， 


O.x) = ^ ^ ( 矣 ) (3 43 ) 

dt um€ \at / 

其中5,为常数.完全类似于证明 （3.7) 式那样(只需多作一次分 
部积分），可得 


(蒼) r 0O，d = c :;>-#) 


nt 


(t) 




U -44 J 

注意到 0 < v < -― 1 及^ /為0,有 

3 

对 二 t _ n ~ 1 _ r — _一 t 

一 f ) 丁 < A 丁 在 I 丁 f . _i ， (3.45) 

从而对 v 0, I ， • •_* ^ 貧 

iO ，:） 

< 叫 _ 

< Cr Vj| Dff （3-46) 

于是由 (3,43) 式可得 

I ^-0, ^ ) < cr ^ 平少 HlVr - f V ； >0 

(« 为奇数 o> u). a47) 

下面再推导一个在* = 0 附近有效的估计式.采用得到 
(3.12) 式类似的方法(只諸再进行一次分邰 积分） ，就可得到 
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m 



(£ )_肌 1)- 士… 


+ QdQ ' ds , 


0 43) 


w 而由 

t % {s — i )-- u+l> < f ，，， (3,49) 

可得 

W 臺 )’ &0, x) < C\]D ： M\lHr^ ⑽) 

代入 0.43〕 式 4 就得到 

||^七， . 列 t ^， V <>0 t « 为奇数 b > l ). 


(3,51) 

合并 （147) 及 （151)式， 得到 

璧 K ( f ， ， ） ■ < C(1 + f) 3 "fjf I p 

dt ^ R m 

V />0 f V 奇数 «{>!). (3.52) 

再看 》 为偶数的情形.由定埋 2 J ， 此时 

■ 

― (*i I ) = 2 b w (D G 。■方 U (15” 

dt … \dt , 

其中为常数.按照和证明 U 29) 式完全同样的过程, 可得： 对 


0在 I /< - 71 ,当 f > 1 时 

2 

)G{ t> ^). < cy " +; (i!^0[i^» + r^ +, ^ii^R^) 

< c v t'^ UZ>W|i , + \d^ 4>\ 2 a ). (3,54 j 

从而由 （3.53) 式得到 



),.<Cf ■ h , Vr ^ l, 

L iK*j L A0 L_m J ) 

(3,55) 
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m 



或写为 


du 

ai 


■ 


f (R B i 


< Ct 


m - +ll , Vf > t Oi 为偶 m 


* 


为了得到一个在 


(3.56) 

0 附近有效的估计式，类似于式 


( 只需再进 行一次 分部积分 ）* 有 



(D 叫，：) s 

• [ [ (j — 

Jui-l Jr 


^ r ( 丫 」•二 

、旮 $ 》 .j %* — ^ 

M - 於 ) t>(jf + 


(3,57) 


于是由 o ◊ < } 有 V - ” + 1 < - ^ + i c o c « 为偶数）, 


故有 


< 


(3 JS ) 




a 

dt 


y G ( r , x ) 


< C 9 


dr 


•_ V 〆 


m 


丄…) 办 




. 


dtdco% } p 


(3.59) 


再注意因有 n ^ ip + l }> n - 


2 


2 


1 ^ 


T 


故 


^ Tf I 






(3,60) 


于是和 13.37) 式的证明完全类似地可得 



di 

从而由 (3.53) 式可得 


(D*Gt/ ， r)i < C 4 D m MiUR^ 


(3 川 


llM . 


iK 


< C \\ D ： Hl^L Vi > 0 (n 为偶数 )• 


m 
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(3,62) 



合并 （3.56) 及 （3.62) 式，就得到 


上式和 (3,52) 式具有同样的形式，合并之得到 


( 363 ) 


t (㈠ iUm <c ( 1+#rV| 也〜》， 


Vi > o (»> l ). 


(364) 


用得到估计式 (3.42) 同样的方法,还可以得到对 



s 


fi i«- 

a * 


的 


相命的佔 计式. 将这些估计式 0^64), (3.42) 及 (3.40) 等合并起 
来，魷4得到如下的 

理 3.2 设少造当光滑，在空间维数 n > 1时，对 Cauchy 
问题 （2.1M2.2) 的解 (2J), 在右端所出现的范数有廬义的条件 
下，如下的衰减估计式成立 . 

I + O ^ JI < AIV tV+H_, ! , n">p Vr o , 

(3.65) 

IIDSCO^I! „ • < C(1 十 Vr ^0, 

(3.66) 


其中; v > u 为任意整数, 


Du — 



du 

■晒■禱 

dar / 


du 

■ ■ HHB BM 

dx M 



(3.67) 


况 c ： 是一个正常数. 

注 3-1 在引理 3 ,2中只包含解 X )对》为一阶的 
約导放的 (占 计式，利用方程 U 1), 由〔3.65) (3.66) 式容易得到 

*) 对£为高阶的偏导数的相坨的估计式.特 SJ 有 

II 奶 W 匕“#、《以 1 + ,) 宁_ w( R .、， Vf 》 0 . 

(3,68) 


由 UU 3) 式, Cauchy 问題 C 3』|^ K %2) 的解可写为 



(3 ^J 


衫画 I ( S ( t )< p ) + 50)少， 

于是由引理 i. 2 及 (3,68) 式，容易得到 

定理 3.1 设妒及必适当光滑■在空间维数《> 1时.对灯维 
齐 次波动方程的 Cauchy 叼尠 （3-U <3.2) 的解（3.69)，在右端所 
出现的尥数有意义的条件 T, 如下的铙减估计式成立. 

b C 物）+ s ⑽ I w 

<c(1 + ，广 「（M 心 + 1 必 |0“)，▽/ > 0, 

™ K 

O.70) 

(s(o_p)+ 炎咖 )|l ^ 

\Ot /. 

< C (1 + f) » (||^ m ^+* + i^ rBi ), Vr > 0 , 

an ) 

其中 0 为任一整数，而 c 是一个正常数， 

3.S 导数的 U —以估计式一^能董估计式 

现在对 Cauchy 问题（ 3 .1)-( 3 _ 2 )的解建立相应的能鼉估计 

式*这一结果虽是常规的，但对下面利用插偾建立有关的 p 
估计式却是必不可少的， 

将〜与方程（ 3 .1)的两端在 L 2 { R h ) 空间中作内积，并利用 
Green 公式进行分部积分 》 可得 

H x ^Zl <(|, X ) ^-0. (172) 

记 

露 

I 〜 0, * )11 >•(，，‘ }ilhii*i + S I 〜 X f ， ■ 

f ™ I 

073) 

就得到 

* ?8 ^ 



l ! Df 心 ，- HvVrtJwi + nii - j ， (3 t 74) 

H 

其中 v»(-f ) 为梯度算子•从而 

i a^ t ox m / 

lDu ( t ，• Vrp . ^ R - +■ (fi L % ( R w i 9 Vi 5 s 0 (0 1}_ 

⑽) 

将同样的方法用于 OU ( r , jr ), 就可得到 
定理叫设屮及必适当光滑，在空间维数1时，对料维 
齐次波动方程的 Cauchy 问题 UO-U. 2 ) 的解（ 3 . 69 )，在右端 
所出现的苊数有意义的条汴下，如下的能 〖ite 计式成立， 

K 套州) +聊) Ik 

< llVcp I^n,-, + Vr>0, (3.76) 

其中0为任一整数.而 C 是一个正常数 . 

推论 3-1 在定理 3.2 的条件下， 

iC (物 )+—) IL .、 

< l l( P h v + '< b ■+ 必 llw v r *” V ! > 0* (3,77) 


S .6 导数的 P P 估计式 


有先利用插值空间的理论证明下面的 


引理13设 


78) 

是一个线性映照，丼满足 



1 ^ M | !犮 



I MlW ] < Waf5ilt*m， 

(3.H0) 

其中 M 及 W, 

为正常数.则对任何 q > 2 . 必有 



v \ 0(r *、 € Af g11v w f 1 〜 h . j ， 

(3. S 1) 

其中满足 

i 4 i ^ l f 

P i 

(132) 
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N r 为满足 


H P 

(3.83) 

的任一整数，并有 


M < CM ^ U , % 

084) 

其中 C 是一个正常数. 



证由插值空间的理论(参见 L_ Butztf 和 H_ Bcren.s[ 1], 


JStan Bcrgh 和 Jdrgcn LSfsti：am[l]), 由 (3.79>—(3,80) 式通 
过插値可得 

< M ♦ (3.8;) 

其中 g > 2 , 1, 而 

M < CMr 9 ML (3.86) 

由于 

【L' ™ (3,87) 

其中 3 满足 


ff 



(3.8S) 


rfn b % 为相应的 Besov 空间(或 Loremz 空间〕.由定义，在 

《_ (3.89) 


即 


9 



2 


(3.90) 


时，此 Besov 空间化为普通的 Lebcsgue 空间: 



LKH-) - 

(391) 

另一方面，由于 


其中 P 满足 

W“. L ， k 々 ■ SJ^(R ，）， 

(352 〕 

N f 满足 

丄 _ 1 - 1 ^ ^ 

P 1 2 2 

(3.91) 





而 的一 lR - 为相应的 Brsov 空间 4 特别取0满足（3. 9 0)式，由 
(3,93) 一 (3,94) 式就得到 (3. S 2) 式及 

N p - (3.95) 

彳 P 

并由（3.8 5 ) — a %) 弍就得到 

< M (3*96) 

及 （3.84) 式. 

再注意 ¥ i 由 （3.83) 式及有 

连续嵌人， （197) 

由 （3.96) 式就得 S : 所要求的不等式 (3.81), 引理 3.3 证毕 。 

推论 3.2 若缶 ⑴理 3 J 中，代替（3.79)-(3,80)式，假设 

犮 tV v 〜 W )， (?-98) 

il y m n . a") ^ i4 ')i (3.99) 

其中 iV >0 为任一整数，则 

R ff >< w tUIW w + 况 〆 ( E ”1* (3.100) 

其中 g >2, 且 （ 3,82) — (3.84) 式仍成立. 

将推论3_2用于 Cauchy 问题（11)-(3.2)的解，_(3.71)式 
及 （3.77) 式，就得到如下的 

定理 3-3 设 T 及办适当光滑，在空间维数《> 1时，对”维 
齐次波动方程的 Cauchy 问 M (3.1)-(3.2) 的解在右端所 
出现的范数有意义 的条讣 下，如下的袞减估计式成立： 



(5<0qp) 4- SO 、 小 


fp- I + fp - 1 

< C (1 + £ 厂丁〜一(⑽ 1 

w N+N^ + up 

+ WIU 料 Vr >0, (3 10t) 

其中 N 会 0 为任一整致， C 是一个正 常数， 9^2,且 (3.S2)— 
(3.84) 式成立， 

注 3-2 特別，分别取 gtoo 及？_2,由 （3.101) 式就得 
到 （3.7i) 式及 （3.77) 式， 


• S 1 


* 




在今 a 的讨论中，我们将用到 q ^2{ n ^- 1) ( a >0) 时的 


上述估计式 （3.101), 此时 




2(^+1), p 


2(a + 1) 
2 a TT 


(3.102) 


而 (3.83) 式化为 




a 


1 


(3.103) 


故可特别取 




an 1 

t £ + I J 


1 


(3,104) 


其中 



表示 


an 


的整数部分.： f 是我们有 


推论 3.3 在定理 3 J 的假设下 


D 


d 

dt 


(物)+祕)|“ 


1 ㈣ 1 


< C(1 十 1) 


a 

ft + _ 




Hm 

■ ■■ 




yp 1 


1<A f ^ Y+ l ^ ： r1 +li ， Vj ^ U j 


(3:105) 


其中 a >0 为任一实数，为任一整数，而^：是一爹正常 


§4 ^维非齐次波动方程的 Cauchy 问题 


为了下文的需要 > 在本节中我们要对〃絍非齐次&动方程的 


Cauchy ti]® 



[/ — 0 ： ^ a, (at -= {x lf - - Jf,)) 

的解的#在唯一性及正规性作进一步的讨论 ■ 


我们先证明 

引理41对任意给定妁正数 r > o , 若设 

Ft n , ij 7 r , h 乂以 ））， 


(4 1) 
C4 + 2) 


；4,3) 

(七4) 


* S2 


■ 



H 中 任 f 数，则 Cauchy 问翅 C4J)-(4 2J 存在唯一 
的 W “ = w(f, x)^ 满足 

UK r ( o ， r ，(4,5) 
« f C ^(0, T ； ^{ R-)) t (4 6) 

u tt ^LX^, r ； ^ ( H")) t (4/7) 

且如下的佔计式成 i . 

iMz ， • ） lli … W>+ v # 0, • ） C(T) (||fp iv+' R-J 

■ 

+ 十 1 代 r ， ■ )”wAj, 10 , rl ， 

( 《 a) 

其中 C ( D >0 是一个气 Tf ! 关的常数. 

证用 rajie ； Kim 方法来 i 止明（参见 J , L . Lions L 2 ])』 馬 

知 M 个可分空间，在其中 T: 取一沮基 {^,}0 ^ U 
2,--). 対 ; 壬定的 N, 求近似 y 

VI 

«™ C 0 - V ，, W 叫， （ 4 -9) 

i * 1 

使其满足 

- 1 ^ ; (： [0 j T) (4 10) 


及 

m 

W w (0) = = X ; 

J - 1 

— — ■ 

Kii ) 


pvl 

u m ( o ) =- i- IN — yj 

0 \ 2 ) 

并设当 《1- 

■i - 1 - J 

:时 



n :& fi s+ xnn 中强收敛. 

(4 13〕 


少在 則 m 中强收敛， 

UH) 


这虽夜 J ： 七 10) 式中 JsOw , 表示 W f ( R -) 仝札中的内积，面 


（《， …， ❾沾 度兑尺 
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由 (4.9) 式， (4.10)—(442) 式可改写为 

• _ 

I «■ 1 a 7W i 

* (^COfI < J < 7"】 

(4.15) 

及 

?,,(G) — f._i J?:- ⑻ 一 ?u, I < J < m, (4.16) 

于是我们得到一个决适 S 的二阶绂迚常效分 

方 裎组的 Cauchy 问题.由] 1 由％，■••，《〜的线性无关性扁 

det (w_ ， w t ) H \ R ^ [ ^ Q y (4 1”) 

根握常敵分方程的埤沦立斛可得 Cauchy R _45〕-(4 •漏 6) 在 
区 v 【*>， r ] 上存在唯一的解 

T ), (4 18} 

从而可唯一决定近似解~0)，且 

T ； P H (R.)). (4.19) 

F ® 对近职解的淬 ?J iuji ')} 进行佔 ih 
用 S ；. C 0 ^ (4-10) 式，沖对；作和，領 

-~ ( u Jt 士心 4 ▽«■ f>i ( 尸 W，„ 

2 di 

(4J0) 

其中 n - iw ， i 示 w | r .) 空间中的范数.将上式作区间 n 
*} 1：^* 积|>，丼注鳜到 u . ii ) — ( M 2) x,mm 

iiiuoi ^ R - iv «< m ， 十 mr \ 

+ j 。 U ( r ) k ( R*^ r + ^ r t 0 < / < f t 

(4.21) 

又由 

i ^ Jt ) ^ K .(0 V * ( tf :( r)Jr 】 Pfo - + s x 4( r ) Jr ，(4.22) 

j . h 

有 

«•(/) \n\h m ^ a»um \m\^ + I (4.?3) 
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由 （4.2 i ) 及 （4.23) 式，利用第一章引理 2.1 中所述的 Granwall 
不等式，并注意到 （4.13) — (4. H ) 式就可得到 


/，(0, r ; 料 R ，)) 中的有界集, (4.24) 
^(0, T； ^ (R-)) 中的有界集. (4.2S) 

干是由弱紧性 可得： 存在的一个子列 {^ W >, 使得当 
^ — o □时 

在 1 ^( 0 , r ； ^ +1 ( R -)) 中弱 * 收敛， (4.26) 
w 在 r ； ^( R -» 中弱 * 收敛. (4,27) 

由 P %€ H 〜( RO , (4 JO ) 式可改写为 

«0) ， W) 涵 <△«•(/)+ FCO , ^i) 9 1 < I < rn , J€t0t T]y 

(4.28) 

其中 <■/> 表矛与 ^ + l (U-) 空间之间的对偶内积，在 
上式中取/» ■ W 0 O , 由 C4.26) 式易知对任何 f € N 

J 

― <^ mC#)p «^ i > * <‘0〕， u ^)^( Au {0 + FO )» (129) 


在 L «(0, T ) 中弱 * 收敛. 

另一方面，由 (4 27) 式 ，当 a * 4 oo 时有 

~ <«/0, — («^0)> «/)，《〜〉— (w (/), %〉 

at dt 


于是有 


在 L -(0, T ) 中弱*收敛, 


(4.30) 


<«/0 t —⑷,〉- (4.31) 


在 ^( o , D 中收敛. 
联合0.2 9 )及 (4.31) 式，就得到对任何7 e N , 


_ 





(4J2) 


即有 


- A«(0 - F(/) t w,) - 0 
在 ^( 0 , T ) 中成立， 

。广 (0 — △鉍 一 F ^ O ^ ipO^diy u *^) ~ 


V tp €^(.Q 7 T)^UN. (13S) 

由下 { w ) (；= i 9 2 ,…) 是 H， +l (B") 中的一组基，由上式就 
得到 


)(^0) - 厶 一 FOOMO* ■ 0 (4,3^) 

在 中成立， v^e^co, r) p 


于是 

〜 Aw ― F (4*35) 

在您仇 r : 办广喻 )) 中成立， 

即《为方程 (4.1) 的解. 汴意到 (4.26)—(4.27) lk _ (4.4) 式，并利 
用方程 OJ 5), 雜褥到 (43)—(4.7) 式.此外，由 (七 29) 及 (4,35) 


式，还得到当〆 — 』时有 


去 <w/0» d — «i> 

di 2 ^ dr 

在 l w (0 5 T) 中弱 * 收敛. 


(4.36) 


现在证明 《 满足初姶条件 (4 2), 由 ( 4 .2 6 )_C4_ 2 ?) 式吋得当 


#* —^20时 

^(0) — -«(0) C 4 J 7) 

在 H % n n ) 中弱收敛， 

于是由 （4.1 3 ) 式就立幻得到 

w(0) ™ tp, (4 多8) 

这就是 C4.2) 釣第一式.另一方面，注壤到 （4.6) 式， (4,30)^! 


改写为 

(心0, 玷 j ) (糸39) 

在 Z,°°(0 f T) 中弱 * 收放， 

同理（七 36) 可改写为 


^ 86 



- d ( uXt \ (4-40) 

d $ di 

在 L -(0, /) 中弱*收敛. 

由 (4.39)—(4,4^) 式可得当 p —00 时，有 

(砥（0)， 讲 ）—( X ( fl) s %)， V ^ N . (* M 1) 

从而由 （4 J 4) 式鱿得到 

(« # (0) ， wi) « (<^ t 如 _) ， V/ e N, (4.42) 

因为 {^ f }0 - i , 2,.，，》 同时 也是汗 （ K _) 空间中的一组基，由 
上式就得到 

^(0) - ^ (4.43) 

这賦是 U 2 ) 的苇二式. 

这就证明了 Cauchy 问频 （4.1 M 4 J ) 的解的存在 :性. 

用与方程 （4.1) 的两端作 H -( R -) 空间中的内积，然后在 
区间 [0, f ] 上对*积分.和韵面对近似解边立佔计式（ 4 .21)的 
方法完全类似，可以得到 

十 i ) v« r o jV ( R ' + 

+ 介 + [ 。 K ⑺ 〔 Wr.A 、0 < f < 7\ 

(4.44 ) 

又类似于 （4 H ) 式，有 

1 «0)[|^(|| # ^ < 糾 U f < R *) + ^ o < ： < r . 

(4.45) 

联令 (4.44)—( M 5) 式，并利用 Gronwdl 不等式，钛得到所要求 
的估计式（4 8乂由此立刻可得 Cauchy 问题（44)-(4,2)的解的 
唯一性，整个近似解的序列收敛，引埋4,1证毕. 

由引理 4.1 的证明过程可见,我们有 
推论41若在引理 4.1 中，进一步假设 

f € L%% r- H^R^)r\L°°{0, Tx // 1_l (B~)) 5 (4*46) 

_ Cauchy 问题 （4.1 M 4.2) 的解有 

厶 r; ^ 乂 K_)). (4.47) 
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由第 一章中 的引理 12 ， 并由 (4 J )—(4.7) 式易得 
推论 4.2 在引理 4 *1 的假设下，对 Cauchy 问题 （4 JM 4,2) 
的解，必要时适当修改在区间[0, T 】 的一个零浏集上的数值后, 
有 

«€ C ([0 t T }; fP ( R -)), (4.4 S ) 

« ( € CaO s Th (4,49) 

利用一个磨光 的手续 ，由 (4.8) 式还可将推论4,2中所述的结 
论加以改进.为此，记厶为对变数的磨光 箅子： 

Jif — h^f* C4 50) 

其中 / — / GO , 而例如说 4 用如下的方式定义： 

hOO ~ ~ f — )> (4-5 1 ) 

5- \^/ 


其中 

， M < 1 
1^1 >1 



而常数 c 的选择使得 

( 心)办一 1. 

Jr_ 


e 辦 R -) - cr ( R -), 

(4-52) 

(4 53) 


我们有熟知的（参见 L Hfirmander [ 11) 

引理42设 

(屯 54) 

这里 * > 0为任一整数.则 

⑴ 

7 s /€ cr(R *)， （ 4,55) 

且对任何整数 w > 0， 

hi f H^CRO* (4.56) 

( ii > 对任何多重指标 k - a»-UI 


* 8 t ， 


J^ k t - D hU 


C 157) 



( iii ) 对任何 #>0 


\\Jsf h \ r*i ^ ^ (4,58) 

其中 C 是一个与 5 无关的正 M 数; 且当 8—0 时 (4^59) 

J , 卜 f 在 ^( R*) 中强收敛. 

( iv ) 对任意固定的5>0及任何整数 W >心 

Usf H V ( R*l ^ c (^) | j E ( K &) 

其中 e ( w 是一个与 s 及 AT 育关的正常数. 

记 

作，.）-/ 〆 “•）， (4.61) 

» 

其中《为 Cauchy 问题 （4 JM 4.2) 的解. 分別将磨光蓴子作 
用于方程 （4.1) 及初始条件 (4.2) 的两端，并注激到 （4.57) 武，易 


知，是下述 Cauchy 问题的解： 


i< — 0- h a — 平、 

(4.62) 

(4.63) 

其中 


j 户 (#，•）一 厶 n ，， o ， 

(4,64) 


U65) 


由假设（七 3) — （4.4) 式，并注意到 （4.58)— (4_59)式，可得 

当这 —( J 时， 

卩在中强收敛， fAdLiL 、 

S * C 4-66) 

—必在 H J ( R *) 中强收敛 

及（利用 Lebesgue 控制收敛定理） 

户 —F 在 L \0 f T; HW ) 中强收敛， (4,67) 

利用 （4.60) 式，由(4,5)-(4.7)式例如说可得对任何固定的 

沒 >0,有 

u a € L ^{0, T; ff J+1 (R->), (4.68) 

^ L^(0, T; H 出 （ R-)), {A.69) 

T ; ^( R"))t (4-70) 


_ 


m 



于是由笮一彀中的 t 理統#到，必要时造当修改在区问[0 3 
T ] 的一个零测染上的数值后，有 

«^C([0, n ； ^(R*))» (4.7L) 

^ f CQO t T ]; /+(«•))• (4.72) 

由已钟立的佔计式 （4-8)， 对任何心>0,易知 

I 外，•卜 〆 u •服， i «? d,o -« ro , onw > 

^ ^1 (p 9 — ( P ，f \n^ l CH m y + 妒一 

+ ^^( r . OII ^ R - A ), (4.73) 

于是由 （4.66) — (4-67) 以及（4*71)-(4,72)式易知当沒 — 0时 

« J {£ C ([0 y T ]； //^«( K -)) 中强收敛， (4.74) 

< 在 CQO , Tl ； //(«*)) 中強收敛. C 4.75) 

但由 H 5) — 0 6) 式，类似于证明 (4.6?) 式可得在 3 — 0 时 

〆 ”林{± L ^{0, T ; HH ( R _)) 中强收敛， C +76) 

< — 〜在 U {0 S T ; /^( R *)) 中强收敛. (4,77) 
于是当时恒有 

« 在 CftO , T ]; W + ，【 R _)) 中强收敛，（4,78) 

■ 

4— 4在 C (£0, TJ ； 中强收敛. (4.79) 

g 徉，我们得到 

定理也1在引理 4.1 的假设下，对 Cauchy 问题 （4+1)-(4-2) 
的解 u - uit , x )* 必要时适当修改在区_ [0, 了]的_ 卜聲別 
集上的数值后，还宵 

^€ C ([0, T ]； 
y ^ C {[ Q y Th 釋 ■))• 

推论 4*3 芯在定連中，进一步股设 


• yy * 


(4.80) 

(仳1) 



CVH 2) 


F € C {\ 0 , T]x 

则爿 Cauchy 问题（ 4 .1)-( 4 + 2 )的解还成立 

«,€ C (10, Th «厂‘(价））， (4.83) 

§5 关于乘积函数和复合函数的•些活计式(续） 


为了下面讨论的蹣要，在本节中对第一章 M 中所得的有关乘 
积函数和复合函数的估计式作一苎补充. 

定理 SJ 设 f « F ( w ) 充分光滑，其中 w u K ) a 

并设当 ' 

1 似 1 < & (5-1) 

时成立 

F(«0 - 0(\ 1 为 $ 数）. (5.2) 

对任何整数若向 K 函数使下述不等式右端出 
现的范数有意义，且 

IMl'r- <v^ (5.3) 

则 


l|F ( 似 ) f Vw, < II I 矽 (5.4) 

I ■ 1 

其中 C 是一个 正常数(可与 b 有关），而 

』 = 2 丄 + 丄 ，1 S Pi{i ■= 1， " ■，》)， r ^ 十 oo. (5.5) 

T i Pi 今 

注 5，1 在定理 5.1 中令 p t — p , p a — * - - — p fl + oo , 就 
得 Si 第一章中的定理 4.4. 

定理 艮1 的证明只需证明对任何整 


4 

,|2>; FO ) w ) < C ： . JJ «■ LW 、， (5,6) 

1 工 1 

其中 D ; 表示对的一切，阶偏导放. 

和第一章定理14的证明类似 .可将 f — n 如 )改丐为 

|7(炽） F ( f 4 /) u ^ a ^ (5,7) 


- 9 \ 


畢 



而 


刚 - o . 


(5.8) 


由复合函数的求导法则，由 （5.7) 式 W 

U ) - X (5.9) 

f / f 【+，■-+〜讎/ 

于是由 H 6 lder 不等式（见第一章引理 4 .1)，并注意到由 第一章 
定理43中的 （4 J 4) 式可得 

(5.10) 

我们有 

< C 2 MW * cr_i ■ - •續 .,(5.11) 

其中 r,(f « d ， 1，— ， a ) 满足 

』 ™ 5 j 丄 * 1 < r ; + oo(i ■ 0 t 1， ，■•*£»)， (5,12) 

r i - n r i 

其值在下面确定， 

由 Nirenbcrg 不等式(第一章 （4.6) 式）.有 
1 1 ^ ^ ^ ll^l 0 *™ 0* If - **,«), 

⑸ 3) 

其中？由定理 5 J 所给定， K 1 +<«) 与 i 无关 # 并满足 

丄一 （1 —土)丄 + 立 L(j — o 、 1，"*■，》)• (5.14) 

Ti \ s i f s q 


■i 

由 （5.12) 式，并注意到芝由 （5.14) 式可得 

i ^ n 



r P 


因此>根据定理 U 中已给定的 ？， r 
而由 （5.5) 式有 


及 A 可由上式决定 h 从 



而 — 0, 



I < p< +叫 


(5,16) 


1 ，…， 《) 可由 (5.14) 式给定，它们显然满足 (5.12) 


式. 

将 （5.13) 式代人（5.[1)式，并注逄到 t - 

r cb Q 

其中 P 由 （5，15) 式决定. 

苒利用 Holder 不等式，并注葱到 （S.W) 式，就有 


就得到 

(117) 


■ 




I 


t 姒 dL " R 糴 ） 4 I L af i R M i c n iwu 〜 n ”， ㈣ ) 


代人 U.17) 式就得到所要诋明的不等式 （5.6). 定理 5.1 证毕. 
推论 JU 在定理 !U 的假设下， 

I ^(«)K ^( K *> < C ,|| tt /| W f '^ U m } m ( il 9) 

其中 w r <+ co , 井满足 （ 5 J 5 > 式. 

为了下文的鵠要，我们证明 

定 a S -2 设 G - G ( w ) 充分光滑，其中《/胃（如 ■， h .，《/ w ). 


并设当 ai ) 式成立时有 


GM - 0(U| tf ), a>l 为蟓数. （5.20) 

对任何整数 s > 0 y 若向: vl 函数^ - ^ x } 满足 （5.3) 式，且厂 
述不寒式右端出现的范数有意义，叫 

■1G ( 似 WVw、< C.Ci.w 

斗 httm 1 叫 kwJll 如 1I? ah _，， (5.21) 

其中 p ， 心 f 满足 


丄 u — ■ + 丄 ，1 € p ，t ^ (5*22) 

， 9 q 

ffo C s 是一个正常数(可与 lb 有关). 

证和定理 5.1 的证明类似，对任 M 輯数^> 0 ,可得 

I 

m 

l | Di ( G (访) 《) ■iitfH 、< C L^otR ■ ^DtW 

J 4+ < | _l ' r, + i a** J # ■ t 


( 5 . 23 ) 
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其中1，仍满足（5_12)式 - H :: l 々下面确定 ■ 

由 Nirenberg 不等式（第一章 (4,6) 式）.每 

!JZ>i “! |2 / 叫 < C • I ， （ 124) 

C, w\ ~^ y * » I < I < c«* 

(5J5) 

其中 p 及亨由定理 5,2 中给定 s a (5.14) 式成立 + 由下 

i =0 

由 （5,14) 式决定的 r 乂 i - O , U _■*，《) 必满足 CU2) 式. 

it 

将 （5.24) — (5.25) 式代人 （5.23) 式，并注意到 E A 畎 

I B 0 

得到 


• ( !| 0> ilR-■)Ik II L^t R*>) 7 ' I 1 ti> (5,26) 

对上式右端前二项的乘积再利用不等式 

ab < i + 4 - ^ (^y 丄+ 1 — 1)， ( S 27 ^ 

沪？ \ P 4 ^ 

并特别取 g 及5 就得到 

i _ io 

( t、 (如 Vw,! D r M tu If*) -H '! D\u 1 R 1 >|1^\^|1*0 ，! wi|S? 

(12S) 

由此立刻得到所要求的不等式 （5.21). 定理 5.2 证毕. 

定理 S.3 设 F - F(«.) 满足定理 5.1 中的条件*若向量涵 
数_ 50?) 及《_ ■= 分别满足 3) 式，且使下述不等 
式右端出现的范数有意义、则对任何垫放^>0, 

1/0) — 尸（《/入，，如-) 
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+ ! ^k^ri' i^ L\R m ( ) 



• ( i ; U ~ k _ i + 1 在 4 咖， V J ， 

(5.20) 

其中记 


^ lb 一 S , 

(5.30) 

pi ^ r 

满足警式，而 c 態=个正常数 c 可与 

v , * 关). 

证 

我们4 



P ( it ) ― aM Gi , w , 

(5*31) 

而 


— 0 (X 1 + r ^' )j 

0.32) 


于蛊由定理 5.2 鱿幻得 fj 所要求的结论， 

定捶 5.4 设 C Gf'ui) 允分 ) t 滑 Jj 对 2 何 a «/ € /J 乂 K), 

其士 ^ [ v " 4- 1, U (5.3) 式成立时，有 

L 2 J 


G(«/)«e H J { R n ) T {S IX ) 

且 

\ 0 r w ) u \ H ^ R ^j < C,\\m MtR *> 1 (1 G (0): + V "(&”）， 

(5 J 4) 

其中 C , 为一个 UUU 可与叫有关）. 

证注意到 

G(u)u^ (G» — G(0))« -f G(r )«， ? >5) 

并由 （ 5 』 2 1) 式 C 褰魏中取 r = — Z , p ^ QO 及 r * 1)，_ 

— G ^ / 1 u "*《 R *】 C(J|w l’ ta'ill 川 liifWj 

+ :« 0*36) 

再由于 + U 有 

1 2 -■ 

^(K ) cL -( li -) 连续嵌人， (5.37) 

就立刻得到听要求的结论+定理5.4证毕. 

推论 S _2 若，> [-1 + I ,对汪何 a W ( H 7 ), 必奋 

L 2 J 

UWKiV {\<} > (538) 


* 貸5 


m 



且 

i | 卿 (139) 

其中 C . 为一个正常数. 

定球 SJ ! 对任氯聱数 x 為0,在右端出现的范数有意义的条 
件下， 

, kn ^ ! 

It ’〜 11 - 


^a*s I//IU^ a*iV (5.40) 

… 切 / 

其中 戊>1 为整数， 1<P, q , r <+co 5 并满足 （5,15) 式*而 
C § 为一个与 r 有关的正常数. 

注 5*2 在定浬 5 j 中令 oc _ l a 待别就得到第一章定理 4.2 
中的 H20) 式. 

定通5*5的诋明和第一章定理4 J 的证明类似，由 Holder 


不等式，有 


^(n 


/ 


a 


s n 陶 I 。 \ R m l 


i 


(5 41) 


f 


CR 


>： 


其中 1 <： r. < +CO(i = 0 


“）,且满足 


4 




(5.-42) 


特粑取 


(卜 


P 


¥ 


(，— 0，“、《乂 


(5 43) 


由不筹式（第一章 （§.6) 式）>有 






I -= 0 


j 


0- 

C 5.44) 


a 

梅 （5 44)/ ^/ 0.41) 式，并 it 息到就得到 

' 拿 


• 96 * 






\ , I l 4 i . & - j n i；/ii ^ia B j) 7 ^ 


(5.-15) 

再利用不等式 

1 m 

l l Qi " S 士 “卜 f a i ^ ^ * / * f) t -, ■，《)， (5 P 46) 

i —O I wU Pi 

其中 


S 丄 ■ U t < 卢 ; < +00( ，一 0, - — ,ct), (5.47) 

I - a Pi 


并在其中特别取 ?!— 穴 （i — 0，”，《)，就句由 （5.45) 武得到 

所要求的不等式 (5.40)^ 定理 5.5 证毕， 

推论 S .3 庄定理 5.5 的假设下，对任意给定的整数 f >0， 

j I] i?, ^ 2 XT i/plLf(R»)Y 

l ， fl 、 r%i J 

(5.48) 

定理 5,6 设 // H f w ) 充分光滑，其似 1 _ (似,， ■ ， • ， 

Ws ). 并设当 （3 J ) 式成立时有 

HO ) - 0 {\w 卜乃 { a >\ 为整数)， (5,49) 

对任何铸数 s >^ s 若向最函数^ ^ ( x ) 满足 （5.3) 式，且使 

下述不背式右端出现的范奴有意义，则 
( I )当 a = 1 时， 


^ CH (^ uv ) y (H ^^CX 

+ IMk 、 R-vl ， l ， CR ，） + " 奴的 R”(_!〆"R-, 

+ . “ L n cm m }\W + IP ^ IIl ^ R* ( l 3 « lUw*JW 广 a_] 

+ : Mk ' RhUw ))); (5*50) 

(ii) 当 《 > 2 时， 

WOO) 即 ) lUm < cx IklkmlklUm 

+ D-if 


令 7 


_ 



+ « vIrAR 11 )11 泛 如 !U 如 ’）11 叫说 r’i* (5-51) 

其中 1< P ， 4,，< +①，并满足 （5.15) 式，命 C, 是一卜正 
常数（可与巧有关）， 

证旨先考察《>2的情形，此时由（5_2 9 〕式，有 

H \ ui ) ^ (532) 

而 

H (0) — 0. (⑸) 

于是由定理5,5 ; 并利用第一衆中的 （ 4 .H) 式，就立刻得到 0.51) 

式. 


现在考驾 a 1的情形.此时，注意到 

f /( u/)uv =* — H ( Qy ) i 4 i / -h H ( 0 ^uv 

会 ff (如仙 + ， (5*54) 

其中 H (^) 仍满足 (5.53) 由定連 5 . 5 , 并利用第一韋中的 


(4.33) 式，容易得到 

IjD 乂⑽ )|’，n 

十 «1 U * 卿 )11^ ^ jU ^ cr - iU : 故 

+ kUw 』 Wli^R”ila 叫 L^O* (5*55) 

再注惫到 

1 W j 』* W " 《 1 4 含 ,!!«lii i R ” (5.56) 

及对〃与似的类似的佔计式，又注意到 w 满足 （53) 式，就可由 
〔5.55)式得到 

< C (, 0 dUw ^ lklknR " 1 】 十 ll^lk* r * j ! 奴 1 

+ 约 》'( Mk ，8" \ Wk ° iR ^ 

十! W 1 广 aN 以 #>))• (537) 

再注窻列由淖一阜中的（ 4 以）式，有 

< c ( I.d «加 twi 

■+ ㈣ 上 (5^5) 


♦ 9a * 



联合 ( 5 _ 4 ) 及麵 5 . 57 ) — < 5 . 58 ) 式，就 : 导到 ( 5 . 50 ) 定理 54 证 


毕 . 

推论 5.4 在定理 5.6 的假设下，对任意给定的整数^0, 

( i ) 当《 ■ 1 时* 

^ H \ w)uv w tw ij ^ > 

< Cr(ll» a 辦 (iTiGW iAr 、 + il 泛 U,rM 如 

+ （ IW !" m n + V ( Til 1 似 V ( F 1，） 

(5.59) 

on 当《>2时， 

」 W » 

< c f (l »\\^ 声 〆 II 峰 p 儀， 

+ n ， H^b y fA R*). 1 )) li ^^ v, 

定理 S -7 设 G - G { w ) 满足定理 5 J 中的条件.若向嘥函 
数 w GU ) 及如〒岭)分腦足_|)式，且使下述不等式 

右端出现的范数有意义>®.对任何整数 

( j ) 当 f3E $ 1 时 s 


1 (Gfi?) - 

■ 

< I i / —%”-([! w/'lw + 

+ G 1" 消 "))）+ !■〆 W ^ R^lC |[« -^ R ff l 

+ :U"f rO _+ iiwili.f (R " j)) H~ ( 

十 >;；^ a rt j 

+ 浓本 L ， fll，|| 鉍 1 £Ar ，))； (5.61) 

(i 1 ) 当 a . 2 时 , 

；(Cy tii) — G{w)}h b 

< c,(i w )' u \ - f * ■刮 a r O 

+ : W ^ U ，( R ，> yW r ，《 R J V ( lP | l / Af t * > + W ! P iU » ) 

+ W Lh^ n \ u w 々 a") + 

- Ul 泌 WG* 1 十 dO 、 m) rt_2 » (5,62) 


• JLJ 參 



其中 i 2 

i < p , 



(563) 


< + GD , 并满足式，而是 -* 个正常数 C 可 


与％有关)， 




证由 

G(iu) — ■ G( j w/') — 

H(w m «?)«；♦, 

(5,64) 

其中 

H^u/.uf) ■* 0( \tS\ 

■- c + 15 卜， t 

⑽) 


利用推论 53 就立 M # 到本定理的结论* 


§ 6半线性波动方程的 Cauchy 问题 

6.1 引官 

为在一般情形下对非线性波动方程的 Cauchy 问题进行研究 
芍提供一个比较简单而有意义的模型，在前几节讨论的基础上，在 
本节中我们考察下述》维半线性波动方程的 Cauchy 问题 

1 u “ ~ Au ™ ( A - :一 + -“十 f /)* (6』1) 

I ^ o:« _ gpOO，《 f Of - * ，龙 #)) ( 6 . 2 ) 

这里记 

Du — ■ « x , * 1 * ( ，*^ 上 （ 6 .3) 

对方程 (6.1) 中的非线性项加如下的假设： i 己 

i — 认， * D 0 * I ，"-，#!)， （14〉 

则 

F - 在 i - 0的一个邻域，例如 U 1 < 1中适当光滑, 

(6.5) 

并满足 

f ⑻一广 (0) - •，… F ffl ： (0) - 0, (6.6) 

其中 £ T 為1为整数 ，从 ftlj 在 A "* D 的 一 个邻域 S 仍不妨设为1 ^ 

i 中 


* 100 • 


F {1) - 0( if ), 


(6-7) 



下商我 fn 要利用前几节中的结杲证明：若空间维妓”满足以 
下的糸件 

丄0 +丄) （ m ) 

a \ a / 2 

只更 史及 4适当光沿，且在某些 Sobolev 空间中的范数足够 U| 
上述半线性波动方程的 Caachy 剛 (6JM6』) 必在，為6上 
存6:唯一的整％经典解，且此解迮 t ^- hOD 时具有一之的裒咸 
性.这一轵实说明，「4要空间的维数适当大（即满足 (68) 式），对 
小初值而苫，波动方程右端的上述半线性摄动项的存江不釤响 fr 
^>0上整你经典解的存住唯一性及解庄 t ^+ cc 时的贪减性 
质.而如果彔件 W 不满足，上出萝实将不一定成立 C^JiL F. 

John [4]), 


6.2 度 ffi 空间 


由 Sobolev 嵌 A 定理，有 

^ ]+ * ( R ^ dL \ R ^ 连续嵌人， （6 0) 

因此>可找到£,>0适当小，使 

11/ < 1, V/ € H^ 3 ' (R u ), ll/l! r » Ul , < E,. (6AQ) 

( R*l 


为了下文的需要，我们对 任:& 给定的 整数而 



2 (a + 1) 



-H 


与 s 5^ s ^~\- 



及正常鉍 £<£ d ， 引人如下的函 


数集合 

— v{t^ Jf) |D^ rf (v) < E f "(0, x) = (/>(r)K 

(( Ui ) 

其中记 

sup Dv(t, Ollw^h") 

I 



up (1 








m 


■ 


■ 



而 

(pixji // f 4 I ( R^)n ^ +，， ^^( R -). (6*13) 

注恋到 

t 0 ** { P j V X T - (6.14' 

及 （6.13) 式，由定义可知，当则 

^€^(0, Od ； (6J5) 

Dv € ^(0„ co; H"M a “ 》 （ R，）） t (6,16) 

(1 + 0 早 I/XO'cc; m"4^w 、 (R，)) (6.17) 

及 

e. € /AO ， f/^ l (R-)) T VT >0 + 

在 A 、,, E 上引人如下的 $ ft : X /oU , Et 

pO>, -) ■ 认 。，,(5 — F). 

我们要证明 

引理 6 J 若 


( 6 . 18 ) 

(6 J 9) 

( 6 . 20 ) 


贝！ X — 是一个非空的完 备变置 空间. 

证首先证明 X f ^ E 是一个非空的鬼合.为此求解齐次波动 

方程的下述 Cauchy 问题 

ju tt — A » — 0, (6,21) 

u ™ 0 ： s< <p \jc ), w ^ 0 „ (6.22 〕 

由 <3-77) (在其中取 /V _ /) 及 （3,105) 式（在其中取 W 


并注意:到^ 5^ ^ + 


n 


1■有 


|lDtf(J，-) w j eR"i - 11 屮 11/^ +1 «|*，3 V, 為 0 


及 


(1 + 0 ¥.士 11£) 岭, 0|| #_^ 

《^ ^ 1 W F n + fT^T "]■» 1 ^"7 ^+r (U n } 

■截，， v ,> 0 . 


: U 3) 


(6.24) 


甲 10 2 • 






由此易知，要 （ 6 . 2 0) 式满足， Cauchy 问 S (6.2 i )-(6.22) 的解 
“ 必厲于认而 j (一它 非空. 

此々卜，易知 AVd 对度嚴（6.1 9 _构成一度量空伺.为了证明 
它的完备隹，设 U } 为其一 Cauchy 亂即设 

pi^iy h) 一 “ / ^ 00, (6.25) 

我们要 iit 明， iTi “ e X T[) ，„£，g£ 

p{ v y ^ 0 , f oo. ( 6 t 26 ) 

注_由 (6.14) 式，有 

以- ^(^>0 — \ ( r ，*) - ( r ,-)1 dt m 


(6.27) 

由 （6J5) 可得 { Dv t } 分别为空间乙飞0, oo; 及 

co； r^- <a * 411 (R -)) 中的 C auc h y 列， {(1-M) 皆古〜 ■} 为空 

m r(U, oo; W.* 卜心 + "R _)) 中的 Cauchy 列，而对任何 r>o, 

ki ) 为空间 L"(0, T \ /J f+1 (R 0) 中的 Caudiy 列.由此利弔 
和第一 ?r 中证明引理 5.1 的类似方法存在函数《 = 

使得当 f — 00时 

4 — w (6.28) 

在 L-(o f r； H … （R_)) 中强收敛， vr 

Dv, Du (5,.?9) 

在 oc ； fra^» 中强收敛， 

■ (1 + Du C6 “’ u ) 

在 co ; ppjw ( r ‘）） 中强收敛， 

且由 (6.28)—(429) 式有 

_，*)-> «(0 ,O (6 J 1) 

在 H 乂 R”） 中强收敛， 

从而 

jp ) ~ (6.32) 

于是 R (6.26) 式成乜，引理 A 1证毕- 


- 1 UI • 



6.J Catichy 问 E (6,l)-(6 2) 的®体经典解的存在唯 一ti 


我们现在要证明 

定遝6.1设非线迚右端函数 F 满足(6.5)-(6.7)式,并设空 


㈣维玆满足 （6,8) 式>则对任何整致 ^> 2( ^-+] A . 


f a + 




« +1, 存住适当小的正常数 d 及 £(£ 4 fio), 使 


得当初值 

州…1齋 ( IO , 

i . i (也 

[< I > ^ H f ( R n ) \]W 1^ (10 
且 

h h 晌 + w 印…概心 + r ‘.〈 R _ s 

+ Mil " r < 

w ta * v a * 1 % 

时， Cauchy 旬题 （ 6 J)-(& 2 > 在， >0 上存在唯一的整体解 
MX 一 且必要时适当修改对*在区间 [0, 的一个零澍巣 

上的数值后，对任何 T > O t -4 

^€€(10, 7]; 料 R ))， （6-35) 

^ ecao , n ； 汗 ( R ”))， ( 0J6 ) 

u i£ ec(t0 r T ]； m {637) 


(6J3) 


(6 J 4) 


注 6_1 由 （6.35) — (6,3?) 式，并注意到^ +i 

2 (^ + 1) 


及 / 5= ij 4- 



: ■ ■ 

+ 1 ^ ^0 + — +1， 

L 2 J 


由 Sobolev 嵌 


人定理，易知定理所得的《是 Cauchy 问题（6_1)-(6,2)的按 
体经典畤.又由 X_， E 的定义，并与〔}77)及〔3.105)式相比较， 
鍅知此时半线性波动方程 Cauchy 问^ ( 6 AM 6 . 2 ) 的觯与齐次 
波动方程 Cauchy 问题 aiH 3 . 2 ) 的解当 z->+03 时具有同 
样的袞减性 T 


■ 


1U1 


■ 



现在来证明定理 6.1. 

任取 

（6 J 8) 

由求解下述非齐次壞动方程的 Cauch > 可题 

|« 7 — Au ^ F \Da ) * (6 39) 

1 / ■« 0 ；« ** h u t »■" (6 40) 

来定义一个映照 

"t ^ u ^ "f ^ . (6.41) 

我们下面要证明，当 S 及 E 适当4时，映照 f 将 X^ i4F 映 M 
到自身，并& X f 〆 的度量下为压缩，从而由 Banach + 动点定 
理就可得到所要求的结沦 . 

首先证明 

引理扎2对任何^ ^ X tQUlR ,必要时适当修改£在区间 H 


00) 的一个審测集上的弒值对任何 T >0, # 

u tvf CilO. Th HH(rr ))， (6.42) 

«,€C( 【 0, r] ; WOO )， （ 6.43) 

^€^(0, r ； (6.44) 

证注意到式，由第一章的 （4 J5) 式就有 

F(£^)€Z/YO. oo ; H f (r)). (M 5 ) 


再注意到 (630^. 由定理4,1及推论4.〗就立刻得到所要求的 

结果 （6.42)—(6,44 乂 

引理63当 S 及 H 适当小时，映照 f 将 X #0 ,„ E 映 照到自 

免 

证我们要证明当8及 S 适当小时、对任何 P ^ X t ytt n 9 

u ~ tp ^ X toitiSm (6,46) 

由（2，|3)式， Cauchy 问题 （6J9M6.40) 的解可写为 

_ ft ； — (S(z)(jp) 十 5 (/) 少十 | 5(1 — Jr, 

dt J 。 

(6-47) 


从而由 


■， iu 5 t 



5(0 叭 


<6.4^! 


易知 

Du^D - (SO>p) 十 50>>)+ \[ DS(j-t)FCDp(t^ )>*, 


(6.49) 

其中由 (6.3) 式定义. 

利用能61佔计式 (3.77) (在其中取 W » 由 （6.49) 式就 

得到 

I1DDIU W' < + + . 糾 M ’ CR *1 

+ L 以加 Ov)llwwA. (6-50) 

由假设 （6.7) 式，利甲第一章中的 （4.56) 式，有 

(6.51) 


这儿及今后 C 表示某个正常数*再注意到知> 


2 (a + _ 0 



由 


Sobolev 嵌人定理，有 

H " W +0 ( S，）C /，(£« )连续嵌人， （6.52) 

于是由的定义，有 

I r .】< C : _)| 心，取 

< CJg(l + r )" (6.5?) 

又由 X t ^ n 的定义，也有 

陶 E , (6 ⑷ 

将 (6.51)1： (6.53>-|6.5*1)代人 （6.50) 式，并注窻到 （6.34) 式， 


就可得到 

十 C£ f+ M y (l +r) 宁 ^ ^ r . 

(6,55) 

注意到 （6.8) 式，有 

((1 十 r } J a4 f dr ^ C 9 (6.56) 


Iflfif 



干是由 （6.55) 式就得到 

sup < HE •{- C E X ^ S (6 57) 

t kcr 

其中 c , 是一个正常数. 

另一方卤*由衰减估计式 (110?) _在其中取 v - o , 由 
(6朽）式并注它到 j , 十 f —十1，就傳到 

L u 十 i J 


! lDv (/，-) 叫 r-j 

€ C ( I 十 / _ i a 1 i ( j| 少 f 

吒 f +1 

{ Jr" _ h-J ^ a 

(t + / 〜 2«: . j + 1 




?j+i ta n i 





(6.53) 

由餒设 ( M 式 3 利 用推论 5 .1 中的 (5.19_ 式(在其中取 it - 


' 2^+~1 ^ r 穿， 2 及沪= 2 («十0)，并注意到 （6 5 3) -(154) 式， 


魷有 

II^C/Mr,-))l| ，，” 

W p, I i 

< C ： Oy(r,*) OUT 办 "W> 

^ ’ )HhVr*)' ^^{r, * v (" ■ l -ca*) 

< CE i+a ([ + r )' ■•占 • 

于是由 (6 S 5 S ) 式，并注廬到 <6.34) 式，就得到 

\} Dti ( t ^) 1故 v 物叫< C 时 （ 1十/厂千、:了 

+ d ■叫 （1 + I — r ) 1 +『)一一: 


(6-59) 




+ 1 dr 


m 


- (6.60) 

再注意到在 (6,8) 式成立时，由第一章中的式，有 



(1 


_ 





f ■ dt ^ C { l + t ) 1 ■*， 




( 6-60 
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由 (&6 G ) — (6.61) 式就得到 

sup(l+0 7 * ° +T < C t (SE + £ i+ ，)， 

(6 62) 

其中是一个正常数 # 

由 （6- 5 7) 及（6.62)式，易见 R 要选取 d 及 E 适当小，就有 
(6,46) 式成立 . 引理6,3证毕. 

引理 6.4 当#及£适当小时，映照 f 按空间中的 
度 M ： 是 tE 缩的 

证任取 h M 由引理6.3,当5及五适当小时，拜 

“ ^ tv € X iatt Em (6.63) 

记 

tf’ v 一 tf* ®=^ ii — 羞， f 6,64) 

我们要 证明： 当 3及£适 当小时，存在正常数 ！?< i ， 篼得 

pCiij* < npi^j t“5, 

由映照 f 的定义， 

j〆—A〆 一 F(Dd) — F (/)£?)， (6,66) 

1/ 0 * U ， w : — 0, (667) 

类似亍 （6 W ) 式，现在有 

(6,68) 

由第一章中的 （4.61) 式 （ 在其中取2及 p # co ), 并 
注意到 （6,53) —(6.54) 式和£>■ •,( 〆 ）的逭义，言 
\\F{Dv(r^)) - F_(r ， >)|U K _) 

( c( ， n … cil 帅， • )1^ } 

+ flZ>i^r ， -)|l L ’ tR 〜)+ | Du 4 (t # - il^(r , - ) L'ath 

+ * ⑽ _ ( 叫 〔 r ，）, 

+ 1 广 

< CE^P, "(，）（〗+ (6 69) 

于是注 K 到 （&56) 式，由 C 6.68) 式就得到 


h 
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sup ；[ D ^(^01 

i >0 


其中 G 是一个正常数， 

另一方面，类似于 (6.58) 式,现在有 

㈣〆 （/ ， ■ ) V v 如 + i w ^ 

<C !， (1 十 / 一0’宁•击 | jFC 05( r ，0) 

— F(2)p(r f 0)l| f 打。十 ! dt\ 

W “ ia 4 rl 


(6.70) 


(6.71) 


由定理 5 J 中的 G .29) 式(在其中特別取 r 
及？ _ 2(« + 1)> 并注意瘌 (6.53)-(6.54) 式及 D tvii i^) 的) i ： 


义，有 

i | F ( D ?( r f .»- F ( DKr ,0 )!l _ 2 fn + ll 

W fl 2d+ 3 ( 茂 _) 

< c ( (喊 “,-)11"、、 

+ I 仰 (r，.）U'ii”） 

+ )) - ( s ^( t )| L 2 i 10 Jti \ R *) 

+ B 崎， .) 11 一 “ 广 1 

< CE - D ^(^) (1 + r ) (6.7：) 

于是？ tjfe 到 (6 61) 式，由 Cfi n) 式 ftfclilj 

sup 〔I 十 0 _#7TT !i^«^t^^) ，， …" 认 ' < c t E^D g ■ 乂 〆 ）， 

t >Q 

(6,73) 

其中 c , 是一 A 正常数. 

联合 (6.70) % (6.73) 式，就得到 

D , ■■(，） <Cn_(Z)， (6.74) 

其中 C u 是一卜 iE 屮放. P 是口要£适当小，就可得判 

必 W ), (6 75) 

其中 q 1为常数，这就是所要证明的 (6.65) 式，引理6,4 i 止毕， 

田引連 6 . 3 及引埋6,4,利用 Baaach 不动点 定理， 就可得 


■ 
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到：当3及£ 适当小时，块照 f 在上具有唯一的不动点 

u ^ fa. (6.76) 

由于由_照 f 的定义 （6 ■奶）_(&40)， u = u { t $ x ) 即为 Cauchy 
向礓 （6 1)-(6.2)的唯一解，且由引理6 2 s (6』42) (6.44) 式成立 • 

为 f 得到定理 6 」，剩下来只须证明 (A 37 ) 式 # 

由（心42)— (M3) 式，应有 

F(Du)€C{[Q y T]- VT > 0. (6 77) 

事实上 5 由（、29)式(在 实中取 r 2 S ?-co) 3 n 

< cc |Dtf(/,0 — D«(/,-)l«4R-i( 

+ ] Oi 40\ m ) L m R "]) + U Du { t ,^ ) 

一 DhOV ) 1 
+ ） Vm )) 

.(I OIU'R-i + I (6.78) 

注盘到由于 f ^ ia + I —^ — « I + t ^ Jj + — + i , 显然有 

L «+ 1 J 12 1 r - 

H 乂 R ft )CL°°(R*) 连续眹人， （6.79) 

并利用 《€ U (6.42) (6.43) 式，由 (6.78) 式就得列 

MHZM/，.)） 一 尸(師 V)) Um 

< CCT)||D«O s O - • )1 «f r-j, V/ ， “L 0 , r], 

( 6 . 80 ) 

_聰了 (& 77) 式， 

ifj 用推 H3, 由 (6.77) 式就得到 (6,37) 式，定理61歴毕, 

§7 n 维线性波动方裎的 Cauchy 问题 

为了下面求解拟线性妓动方程 Cauchy 问题的怎荧，在本节 
中我 H 考察下述 〃维线 性波动方程的 Cauchy pm 
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m 


_ S “。， x ) u ^n 一 2^j a, t 0$ x)u r x f - x) y f 、 7_l) 

L *1 

f -* 0：« qp(jf), u t = <hi/) % (7.2) 


证明其解的存在 准一 性及正规性，这里假设在所考察的区域上 

a it ™ (/ , f ■ L (7」) 


及 


2 叫0， > WoUi % V | € R # ( m,>a 常 数）. (74) 



注 7.1 在上述假设 （7.3)-(7*4) 下，方程 （7J) 是一个二阶 
线性 双幽型 方程.为说明这一点，只铝说明在所考察的区域上的 
任一点 U, 相应的持征二次型 


_ ft 

衫 _ 2 S aM - S a M (7*5) 

I ■ 1 

5J 写为平方和的形式，其系数为一正《负.由于 (〜）（;，— *， …， 
«) 是一 r 对称正定阵，可先通过一 个正交 变换将 ■“， U 变 
为队，…， U， 便二次型 C7.5) 化为 

# H 

衫 一 2 XI ~ <iiJh (7.6) 

/ _ | i ；n I 

的肜式，其中 

5i > > 0 (* — i，_，-，》〕_ (77) 

于是通过配方就可将此二次型写为 

+ S - S h + Sq, A h V , (7.8) 

这魷是所要求的形式. 

我 们私用 FMepKHH 方法证明如下的 
引理 7_1 对任意给定的正数 r > 0. 若设 

(7.9) 

a ti €^C0 s T; M 乂 R")) ， ^eL*( 0 . r ； //--(R")) 


^ 1〆- - ， n )， (7.10) 



〜 er"(o. r, (; - u- (7-iO 

及 

F6W, T; 妒（1?.)), (7/12) 

其中 X ^[ il +2 为整数，则 C ^ chy 问题 C 7 . 1 )^ 7 - 2 ) 存在唯 


~ki- « «(/, x) f 满足 

i.eL*(0, r； W， +f (R 琴 ))， (713) 

w‘€ ir(Q. "W))， (7.H) 

«... € L a (0, T; 汗 ■■ 【 K.)), (7J5) 

并有如下的 活计式 

II^0)1! w ,+1 < r 4 ； + k'(Cn，< 4(0 (Mh'+Wi 

+ + j. f F(r)| Vr € [(* s r], (7.16) 

其中 c e (r) 是一个与 r 有关的常数，并依赖于叫及 a a) (r, i 


的 L-{Q. 


雜及& 



«〕 


的 L w ( 0 t r ； / f -_( R ，）） 范見 

证在屮 + l ( R " ) 空间中任取一组基{%} (，- « 1，2,…，•对 
任何阇定的 m ^ n y 求近似解 


m 


U m Kt) — 


(7H) 


使其满足 




■ 


8x t dx 



CR_l»H 『 +1 <R’i 


加 ：（0 


E 


p 


H g <R 


(F(0, 矽 ,）W】， ikio, T] (7.18) 


及 


(0) 爾 w fl 


s 


(7 19) 
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( 7 ^ 20 ) 


In： 1 

并设当 CO 时， 

在 H i+1 (R0 中强收 t ， (7.21) 

u lm ^ 4 ^ 在 H^(R-) 中强收敛 4 (7.22) 

这儿在 a is ) 式中，和前一样，表示 H j m 空间中 
的内积，而表示在与 ^ +1 ( R"> 
空间之间的对親内积_ 

注意至 J 假设 (7.10)-(7 12) 以 及推论 5J, 可以和§ 4中类似 
地说明能唯一地决定近似解，且 

T； (7.23) 

下面对近似解的序列 {«.(i)} 进行估计， 

用 iM ) 乘 （7.18) 式，并对 i 作和可得 

士 | KCCm -厂 宇乂 

2 dt a Xi dx^ 

-私仏小 9 ^ ao) … 


-(KO, 以 OVw ， K[0, r] fc (7 24) 

我 n 有 




證 )， _V w ， 




)D k M 


k ■ ■ ■ ■ ■国 

dx . dx . 


m 



+ S 〈斗緩 ) 











紗 •仏⑽誤⑽) L 一 


(7.25^ 


其中 （、*)r 2 (R*> 表示 f(R_) 空间中的内积，和 〈•，*V -1 m，、.ii l rV 
mtl: /r j CK B ) ij /^CH") 空间之间的对偶肉枳.对 i 式厶端的 


第一项，有 










P<k ( 


a r 心，幻兵 D ; 〜(，) 

OXi 


9 





( R m ^ H'R 


/ j \ " ;；™ 


• O ’ X ) 


dx 


Diu m CO , o \ Um ui ) 

f H hh u l H l iH u 


2 




2 ( 山 


,u 

dx M 




l\u 


■ 


(7 25) 


m 


…忐，⑽，最—咖 ■， 

-含 { ，心， x ) 最办 -(’). 最 £>:〜( 也 〆 ， 


11"1 


{a. r 0, x) A l)W,(0 % /；NmCO ) 

' dx, 乃 】 


dx 


L J tH 


— P O ^ uJ . t ), ^- D ： uJit ) \ , , (7,27) 

th 0 x t ax t /^ tt m i 

再 flUi 〜的对，狀傅 J ] 


<i, 乂 r :) -^-O; 〜(/)， # Df ultff') ^ 

dx , dx t /^» p > 


d 


2 dt 


o tt U * 





Din 




雋 


■ 


m 





心产0)，石， (*) J ~ 


(7.28) 

由 (7 J 5) p |7.26) 及 （7 28)式* 笱. (7*24) 中左 端的. 笔一项 改写 
为 



心 ，° 1^. 以 0 


CR 胃 Wf 1Jr[ (E 




_ 7 S S ( a _ 心， 欠 ) 叾 oiujj ), — 

2 dt 4 ， <# fil ^ ttx f t.fx t 


l DN ， /0 k _ 


\ S 9 - DUJj\ -^- D] U„( t ) 

2 4 i<f _ j -_ 小 d :. 


t tK 


4 


da 




( o , 以 w )〜 


_0i,(I ， °°* fS ? ,yJw：c，) ) 




H 


(7 29) 


此外，我 a 有 


〜『（,■. 


riuJj ) 

r)x f 




m 


■ i 〜(’，：)』 


dx f / 


) Di 警)， DMe ) L ^ 


EMw 


Ou m Q ) 

^ 

dx - 




a 刪 


注意到对 K『tr ft 喘的第一项，有 


Wy 〕 D : 9 Dt uji )) 


Ox f 


Jl 




# 


U 5* 







\dxi 

— ( S : ⑺ X)DW,) ， 次* 40 ))⑽ 

-- U «( i，*)DJ *；(/)» Of 

一 (/, *)DJ«：(0. 扔心 0) 

-_ 七(寶。，. *) D k ⑺，访以 *)) tw ,* 

由 （7 30) — (731) 式，^将 (7.24) 中左端的第三项改写为 


(7JI) 




± r ) ^-, «：0) 

■" S 纟(急… * )DJw：w, 


* k\<t i-l ^ 、 


duioy 

-‘咖聲取味 R .，, 

利用 （7J9) 及 （7.32) 式， （7.24) 蚵改写为 


{7，m 


上 4 

2 dt 


i f 

( ifvi ( oiirt ^( i *> + S S («“(“*) 

\ | 4 f-| V 


X 


坊 “" (0 w ) 




il «^ 


、叫 ”石，…外歧 



.茲(令嘴 
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9 r , 

•EE O u, ^Dikto, dwjj)) , 

iA <^ ,.i 'OJt 

+ 2^1) h * (〜(*,*) 

— a* r (i,xJO t * ■圮 iCG：^# 

+ ( no , W:0)V 心 / € [0, n. (7.13) 

对* 积分，并注意到（7.19)_(7.20)式，就 得到当 0<f<r 时 

iw 二⑴ ujiw * + 2 S (々*('**) 

iii<i I \ 


• 老产 w ， 最心岣心， 

■ IHuf ) + - S !«,乂0,霣） 

UI 4 ^*i ^ 

* L, Diu ^ t ( D 、:ko 

十趙 O 
•最^ ( r ) ，最 办-叫咖产 

-2 E±ni^(x*x) 

■ L , °* uM ^ DMT A^ dr 

+ 2 SSj ^(.， Ar ，0|^) 

4l<> ij-k Jl ^ \ OJt.OJt, / 


* 


XI?. 



2 2 [ (巧’ （ r ， 1 

k <*■ i*i Or ， 

S S [； (^； Ucr ,,)^) 




m 


^> i ( r , at ) D , 


a «：( x ) 

^ jr , 


， D *«：( r)j 


t 4 k % 


Jr 


+ 2t_(F(r) T «:(r)V m .^r • ]^ lK *i 

+ S S (〜( 0 , 方） 


% 


d 

dx 


Dlu . 


dx. 


D：u 


) t } 


(r 


+〖十 U + 川七 ！ V+V 十 VI 


(7,34) 


淺翥到当 f 5= 



2 


时.由 Sobokv 嵌人定理 h 


H - A ( R fl ) CL ^( K -) 连续跃人， 


(7.35) 


由假设 (7,10)， (711) 式晶知 


1+ ii + iV ^ C . f ( IIVn ( r ) ll^ m ^+ 如 

(736) 

其中常钇 C ,> 0依赖 T 〜及〜的/^(0 ? T ； 沖 ( R，）） 范 


舰含 m t ; ".，)）_(_•• 


I ， 


m w m 


又由第 一&中 & : J ( U 1 )A (在其中取# _coii 9 


n \ 

2)， 


有 


i 


D 


a 


(r. 


d 7 u 


的巧0)1 




0 x,dx 


x；Vs 




l/iR 


\] D ； a t f\\ L \H 


I ^( r ) || 

i dx t dxi t*c k 


( 737 ) 


注赛到 S 4 ^ ;rt l + 2 时，由 Sobolev 改人定理有 

h. ^ 


■p 


m • 




于是上 A 可得 


W^(R')c: \ v l M ( R n ) 连续嵌入， 


(7.38) 



•又 


9^( t ) 

■ ■ I ■■ 

dxidx r 


) 一以 


挪說 II 


X J i R 




(7.39) 


于是由假设 （7J 0) 珂得 


[II ^ Cj j (||V«m(t)||H f rR* «:(r)|S{，f S * 0 打， ( 7 AG ' 

其中常数 c 2 > Q 依赖 f a tt 0 , 7- l ，一，， rt ) 的 r ； 

范数，同理 W 


y<C. j:P‘(r)K (7 41) 


其中常数 c,> o 依輸 t 的 z/°(o, r; tf(R^) 

此外，显然有 

VI < il «；( r ) H } l ^ R * A + f IS F ( r ) A , (7.42) 

冉由假设 （ 7 * 4 ) 式， S 然有 


S S ( a * i (^ 

i k \ ^ 





^ k p ) 


> , (7.43) 

其中▽为悌嗖算子，® m ,>0 冷常钕. 

r 是，由 （7.34) 式，利用 q ,|< b 、 f 7 .如) (7.43) 并注意 
¥ J (7.1 U ) 及 （738) 式，可以得到 

'lR") 


^ f w 譯 V(k* + V« 9 ns -l ； ,-i h - + I il ^(T)\\liUn m idr 

\ ,n 


+ 1 〖 ^mCr) ^ Vtf /n (r)|| ； 1 ^ R -)<ir % tt [0, T] w 


f7.44) 

K 中常数 C ,>0 依赖于 a _, 及 & (7 JCO - 

(7.1i/ J、 中所列的空 IB] 中的范鉍. 




再由 （7 2 i ) — (7.22) 式及假设(7*9〕与 （7 12)，并利用 Gron - 

wall 不等式(见第一章引理 2.1), 就可得到 

i ：«： WllVisr >+ llV ^ Ci ) ll ^ R .) < C ( T ) 4 Vreto , T] t 

(7-45； 

其中 C ( T ) 是一个与 r 有关的正常数 • 又由 


- 1 «m(0) + ( «»(r)rfT — w^, +- ‘ （ r)rfr ， 

(7.46) 

易知也有 

^C(T), Vi€[0* Tl, :7,47) 

这样，我们鱿同样得到 

{«.(/)}€ L ^ o , r ； ^ + A ( RO ) 中的有界集 * (7-48) 

{^ tO }€ L w ( 0 s r , ^ CRO ) 中的有界集. C 7.49) 

再由 （7.39) 式，对 k | <客，有 


{ ot 卜心 ， O 


SFu m ifi 

dxidxi 


0, 无⑽ 




6 L w (0, T; L a (R"» 中的有界集， (7.50) 

同理有 

{ d | ( aoC /, *) - a ；( j ， x ) D : 

r； L 3 (R")> 中的有界集 _ (7.51) 

于是由弱紧性可得：存在 M0) 的一个子列 {«i *0)} ,使襟当 
^ co 时， 

(7.52) 

在 1 ^( 0 , r ； h - +1 ⑽)中弱*收敛， 

«: Cd ( f ) (753) 

在 L " C 0> W ( R "» 中弱*收敛， 

并对 U 1 有 


A 
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及 


D 


i 


d ^ dx , 




dx.dx 


心， 纖)- 


心“) D; 黑 1 (7 . 54 〉 


在 i "(0 h T ； w )) 中弱*收敛 




幸 


D\ a 4i {t 


duXt } 

9 jfj 


) — O * j 0 9 x)Di 




在 Z ^<0, t L J CR *)) 中弱 * 收敛 • 
注意到类似于 (7 25 ) 式及 (730) 式,我们有 


"0, O 


^,02 

9 x t dx if 


,〉 

/ H 









■ 




r ) 




dx 


， 吣 L 


R *1 


2 〈軋“ ⑽ D k w 

ajr , 


(7.55) 




(7*56) 


AR 9 iW IJ ta*> 



S (〜(，， 


% 


Q 以，) 

a ~ 


- a 4 i ( t , x ) D \ 

ox r 



Vi a <H 


(7.57) 


在 （7.1 S ) 中取 #n •"/* 


，由 （7.52) — （7.5 S ) 式躭可得到对任 


何 


kS 成立 
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f¥u t) 

Uxbx , 



E 

j 叫 



du(0 

■■ oi 

bx s 


+ f ： Ct}y Wf^) (7 ♦ 气 8) 

在 L ta (0. T ) 中弱*收敛. 

以下宅全軍复在 W * 的相应论述，就可以由此证明 Cauchy - r ]®5 
C7.1M7.2) 的解的序在性，且 (7.13)-(7.15) 式成立 ■ 

用《,与方程〔7 1)的两褪作 ^( R ") 空间中的内级，叫 G 在 
区间 H fl 上对 f 积分,和前固对近似觯建立估计式 U -44) 的 

方法它全类似，可以得到 

S ^ WUW "、 + ! v«W VhAr *) 

< C, { !.V^ ( |rf^ w *) + 也 1J ； Wi + * ) I/Ar"^ 

\ . « I 

Hh ! 丨 ll«’（r) >〜_, + “VwWlAwi | rfr )， 

Vff [ 0 , T ], ( 7 . 59 ) 


其中常数 o 仅依赖于 a 及〜 ( i ，/» u ，-，， 幻的 m 

r ； /^( K «)) 尥数& （,， 广的 i ( R fl )) 

d / 

范数.又由 

« C #) = 7 + u ( r ) dt 9 〔7 6 U ) 

可错 

I( HIhW3 十 I ll w W 办， V/1 [0, T], 

(7,61) 

联合 (7.59) \ (7.61) 式，并利用 Gronwall 不等式 t 就得到所要 
_的 (7.16) 式.由此立刻得到 Cauchy 问题 (7.1)- 〔7.2) ■ 

的唯一性，从而揸个近似解的序歹]枚敛.引理证毕. 


■ 
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利用一个磨光的手续，考将引理 7,1 的结果改进为 
定 au 在引理74的假设 T 、， 耐 Cauchy q 题 （7.0-(7 J ) 
的解« - x ) f 必要时适当修改在区间[ 0 , r ] 的一 个零沏 
策上的数值■，还笮 

«€C([0, T]； H J W))， （7 62) 

«,€C([0 f n； W 乂虼 ））. (7,63) 

由此利用方程 C7-L) 可得 
推论 7 .1 若在定珣7 J 中，进一电假设 

F€£"(0, # r； /^- J (RO), (7,64) 

则对 Cauchy 问题 （7.1M7.2) 的解还官 

^ fl €L"(0, 7 ；汗 _ l (R")). (7,65) 

推论 7.2 若在定埋 7.1 中进一步假设 

Ft C ([0, n ； 汗-乂扩）） O t #_】，■■、„)， 

(7.60) 

则对 Cauchy 问题 （7.1M7.2) 的解还有 

«JC([0 ，Tli ❸—乂化））. (7.67) 

为了证明定理 7 1 ，我们怎要以下的引遵* 

51 理 7.2【Friedrichs 引捶）设 

aOOe W(R*)，/O) € L 2 (RO* (7,68) 

则成立 

II [人，乙 l / C\\f (?*69) 

且当 5 — 0 时 

\ h > {£ LKH rt ) 中强收 敛， (7.70； 

其中厶为 §4 中所弓人的噻光箅子， 

L (771 ； 

a。 * 

为一阶微分算子，而 

[ J ^ L ] - UL - JJ , (7.72 

为椎 5Z 的换位算子， O 0是一个 f J 3无关的贫玫. 
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引理 7.2 的证明例如可参见 Hbrmandcr [1] # 现在我们利用 
这个引理来证明 

引 a 7.3 对任一整数£ > | 二1 + 2 ,设 

/ OOeW ( lC )， (7 73) 

则 

HI 厶， Lm H ^< CII/IUaw (7.74) 

并当 d — 0 时 

IA, 在 tf(R-) 中强收敛, （7.75) 

这里 L 仍由 （7.71) 式定义，而6‘是_个与 a 无关的正常数. 

证只需对任何满足 III 的多重指标 t 证明 

mu ,. (7^> 

并当3 —0 时， 

DH 人， L]f-r0 在 LW) 中强收敛， （7.77) 

我们有 

/W “ JU/-IA ， L]DM+[DU iJi> LUt 

(7 78) 

由引理 7.2 及假设 （7.73) 式，并注意到•由于 s >\-\- b 2 f 


由 Sobolev 嵌入定理，有 

H 乂 R，）CW 气 R”） 连续嵌人， （7. 79 ) 


显然有 

L CM (7.80) 

并当 s — 0 时， 

t / i , L ] DU -^ 0 在 L ( R ") 中强收敛， (7-81) 

因此剩下来只需考察 (7-7 S ) 右端的第二式 • 

由换位辑子的性质 

I a, (]] 十 |_占， If，d】l 十 ‘f* 
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并注窻到由 （437) 式有 

IDU A1 - 0, (7_83) 

就可得到 

[DU ih. L11 卜 [ 厶， [D5, L]]f 

-(A 【 D! ， L 1 卜 im, L]f) 

-L[Di t LM.f-lDU L]fX (7.84) 

但 

[D ： ,L]/-D* (aOO I ㈠-( 紛， < 7 J 5 | 

于是由第一章中的 (4,21) 式(在其中取 r - ? ■ 2,夕》 go ), 并 
注意到（入 79) 式，魷 可得到 

<c ( 山 

< C | ta | UHI / ll«S (7 86) 

同理可得 

I ! [Oj * L}(JV ^ ^ :^ W 、. 

(7.87) 

于是利用（4.58)-(4. 5 9)式，就吋由 (7,84) 式得到 

i | l £)% [ A ，(7. S 8) 

及当 5-0 时 

[ m , [厶， U f 】-M 
在 L ^( R -) 中强收敛， 

这躭是所要证明的肀实.引理 7.3 证毕* 

现在来证明定理 7 ,U 

a ■ ， • ） ，人 《(/， - )， 

■ 123 _ 


f 7. S 9) 


( 7 ^ 0 ) 




其中 x ) Caiachv 问题 （?.1)-(7J) 約解. 分别将磨 
光舞子厶作用于方壤（ 7 .1)及初始条件 CU) 的#端,可得 


4 _ 

~ 2 a ”（“ 太)4” 一 2 2 戈 ）+ A 

1 I _ 1 . 

(7,91) 

= 0；« 5 — cp ff t « r J (7.92 ) 

其 # 

F\t, - ) - hF(r, ^ ), i?oi) 

妒 《 J 卿， 4，' 一 J S ip ， (7.91 } 

w 

m 

〆 ■ 〆(，，*)= 2 (AC^ilC^ 龙〕 W, r f ) _ 1,(/ ， X)J S U ^ Xi 、 


n 

+ - Zj (A 1 〜 ,(f ， Jr)«j Tf ) — %C ，， 



— ( j ^( a n 0 9 x ) 

1 , ，= 3 



x) 


f ) 


dx t 



+ S (,d 曾)- d 盖 u 队 ))* 

(7-95) 

由引理 73, 并注意到（7‘〗0) —（7.11)式以及 （7. B ) (7.14) 

弍，有 

ll ^ ' ) / iVR ^ < C( '«( f , * ， fR _ 

~ Mk (“ • U ， Vr € iO , rj B (7,96) 

且当 3 — 0 时 3 对任何 re [0, r ]， 

•）—0 (7.97) 

在付，)中强收敛. 

于是由 I - ebcsgue 控制收斂定理，3 5 时, 

於呼0 (7.9^； 
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在 L B (0, T ； H J { R *)) 中强收敛， 

由 B 建立的估计式（7 1 6 )，対任何沒，左>0,由 (7.91)- 
(7.92) 式易知 

H C { T ){\^ - ■丄… 

+ ism、- + f: 听，） 


一 1 1 * iiiiVfR * 打十 j ,( i 真 ( r » m ( H_j 

+ ’ 〆 ( t ，• ) iii f tR * o ^ r * 

H 中一坏 托:理 ，注意到当 3 — 0 时， 

qo ^ -■*- rp 

在 W …(則中强收敛 t 

在 H ( R ") 中强收敛， 

F s -* F 


{1.W) 

(7.100) 

(7.101) 

(7.102) 


在 LKO , r ； 雕， )) 中强收敛, 

并有 

« J € C([0, T]x H i+l (R-)), (7.103) 

«? tC ( L 0, T ]; H%^)h ⑴⑷ 

就 ¥ 得到 

《 (7,105) 

在 c([0, I]； H J+1 (R')) 中强收敛， 

«；-*« (7.106) 

在 C([0, Th « J (R")| 中强 _• 

这就证明了定理 7.1. 


§ 8拟线性波动方程的 Cauchy 可题 

8.1 引玄 

在中我们考察下述 11 维拟线性沒动方程的 Cauc ^ y 间题 


m 
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m « 

— Au- ^ h {i (Du)u tit + 2 y d 0l (Du}u„ § + f (/>«)， 


”， … (8 J ) 

f — 0：u — <pCOs «_ — 屮 00 ， (8‘2) 

这里仍记 

T)v fj ^，«,*_，、》,)_ (8,3) 

令 

义， （ I， * ― 0, l s - * - t ») 4 CM) 

我们假设在 i - o 的一个邻域，例如在 UI < l 中， 

办 _ r (九） _ f i l n ， B •，!*)， (8.5) 

心(乂），叫 U ) 及 Fil ) 0, /_ l f --■,«) 适当光滑. 

(8,6) 

弁 J & 

ff ' U ) — O ( Uh ), (8.7) 

f ( X )* 0(} X |^). (8,8) 

其中 1 为整数 # 且 

m 


S (知十么 > 叫 Ul 1 ，vg € R - (财 o > o 常数）, 

(8,9) 

其中心为 Kronccker 记号. 

我们要证明只要空间维数仍满足条件 （6.8) 式，对拟线性波 
动方程的 Cauchy 问题(8,1)-(8 4 2)仍成立和半线性波动方程情 
形类似的结论，即 K 要少 及必适当光滑，且在某些 Sobolev 空间中 
的范数足够』、， Cauchy 问题(8.1)-(8.2)必在 < >： 0上存 在唯一 

的整体经典解，且此解在<时仍具有一定的衮减性^ 

8,2度■空间 X, 0WTtf 

对任意给定的整数和 > T / — ^^+1和 f > r 0 +[—— 

2{a -h 1) L a + 1 ； 

+2 以及正常数(其 中均由 b . w ) 式决定），引入如下 
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的函钕 娛含 

— {v — JT ) r D, p „(iO < 

A*»(^) < d 以 (0 ， *r) ■ <p (,v)}, (8.10) 

其中 IB 

认0(") — sup ’ D "( f ，- )! lrf 、 rt _> 

i a 

十 SUp(l 十 if) 1 一 _ D(/(t f )!! ⑼ •■〜+〜， ，， （H 1) 

t\ ⑷面 supVi.C^ p ) \ii s ^h^ 

I ^tl 


• ■ 1 4 

+ sup(l +* 厂了 - 〜 •）tf ㈣， ni ， 

(8U2) 

Co 是一个正常数，其值下文中指定，而 

类似于 S 6 巧以得到 ： f ^ t 9*' 艺， 则 

Dui L ^ a , 00； //'{H )), (8.14) 

Du , (1 十 C (0, ocn I …办川 （ fV ))， 

(S.15) 

tF Ja e ： L^(0, oo* JT-'Or)), (8.16) 

(t + + U ot* W ，， - ■ ，如 〜（ R ’）） (8J7> 

L w (0, T; H ^ L ( Rl) y VT>0. (8.18) 

在 x f ^ E 上引人度 e : kx 一 

p(0, v ) — D, 0IJI (5 一 办）十 — ^), (8.19) 

我们要 iiE 明 

引理 8.1 若 

>W r+ .fH_、+ 适当 j、， （8-ZO) 

则是一个肖空的完备度罱空间. 

证 为证月 X — 是一个作空的集合，仍利所正明引理 6.1 
时所引人的 Uuchy (HUi (6 21) { 6M ) 的解 «&«(/，：），丼 


m 



注衷到除 （6.23) — (6.24) 式外（但 （6.24) 式的 K 右端此时应改为 

述可利用方程（匕21)悸到 

■_«(,，* )lfvWi 6 GJWlf^+Vn ， ) ， V’》0 (8,21) 

Jk 

(j + _ )|lw lllfp +1 V ( R *> 

于 f : R 要 （ s .20) 式成立，必有即 X W , E 非空. 

引理的其余部分的证明可仂照引理 6 J 的证明 进行， 

8.3 Cauehy 问 M ( S .1)- (& 2) 的螯体 经典屏的存在唯一性 

现在我们要证明 

定理84假设 a 5)_(8.9) 式成立，并设空间维数满足 （6.8) 
式，则对任何整数句> — + 1及 f h + : —^—n + 

2(ct + 1 ) I « + li : 

2,存在正常数 Q 及适当小的正常数3及 £(£<£.), 使得当 
初值 

\ fp € H i + i ( R w ) f | w ( R ，), 

i (8.23) 

n ^ h +l ( R _), 

且 

十 I 平 _ w _, 3 ^* U 十 

崎 2n4-l 1 

十 ^ (8.24) 

托 iu4 IJ 

时， Cauchy 问题 （8 J )-(8.2) 么 r > G 上存在唯一的整体经典解 

且必要时适当修改对*在区间[0, 03) 的一个零挑;笫 
上的数值后，对任何 T >0 有 

«t C ([0 5 T ] ； H 出 ( R ，））， (8.25) 

CQO, T]; H J (R -))， （ 8 - 26 ) 

« (# eC(|O t Th ^- A CR")). ( 土 27) 

为了证 明定理心1,任取 
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衫虼 〔8:2的 

由求解下述线性崦动方程的 Cauchy 间题 
\ — Att = t ( Z ^ , i ? Du } 

I n m 

， A L 2 S \(£hO 〜，十 F(Du), (8.29) 

，， 8 ■ 1 i ■ i 

L # -= ij ；« =— ( x ， u , =" Ji { je } (8.30) 

定义一个映照 

十 t v $4 ( 8 . 31 ) 

我 0 要证朋;可找喿数 C , 便得尚3 7 JE ® 当小时，映照 f 
将 Xhd 映嗝到自身，并在一定的意义下压缩，由此魷句以设法 
得到所要求的结论. 

首先证明 

引理《.念对任何 一“ 必蒙时 适当修改£在区间_, 
00} 的一个零测集上的数值后，对何 r > o , 有 

fu € C ([ 0 9 rh W /! l ( R ")), (132) 

«〆 C ([0, ri - 片(則）， ( H .33) 

«, e / w (0 5 T ： 『讲 ）)， W . M ) 

证将方作 （& 29 ) 改写为 

_ 

， d f _ t 

㈣ ） 

其中 

#^( De ^) — fl.i Hh b ti ( Df ^) ( f , r — 1，…， 》)• (836) 

- , 

注澈到 W 14) 及 （ S 46) 式，并注到 f 会，+ + 

L a H- 1 J 

2 ^ x a 4- — + 2， ffi ] 而 > zrr ^ 、 +W 由第 ~ 拿屮的 0+33) 

2 i 2(a 十 1) 

式(在貧由取? - 2) 以及本章中的（5. 3 3)— ( 5 . S 4) 式（在其中取 
* 为； 一 I )，锆知对圧何 : T > 0, a 乂 DA 、 a ^ D ^ Ki , 
n ) 必满足 【7.10)_(7.〗〗） 式，而 

^ L-iO, T ； H (&))• (8.37) 
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子是由定理 7 _ 〖 及推论就立秀 I 得到所要求的结沦， 

313 8.3 存在正常数 c a ， 使得当 a 及开适当小时 . 映照 t 
将 X g ^ 映照到自身， 

证 要证明存在正常数 c t , 使得当 a 及 H 适当小时,对任何 

■ 

v ^尤 W ， 有 

« ■ tu € X we ， (08) 

由 (2.13) 式， Cauchy 问题 C ^29)-{ hM ) 的解满足如下的积 

分方程 

« — ^ ( S ( i )( p ) + S ( jTi 少 

at 

+ £ SU - t jf WKr, - ), Z> p D«(r, * )) 办， （ 8.39) 

从而有 

lhi-U 《冬 (Sfj)^) + Sit)<A 


+ j 出 （f — r )^( Df /( r , - ), D 1 D «( T f * ) Vf t 

(8.40) 

由衰减估计式 C 3.105) (在其中取 N - i 0 ), 并注意到 f ； & 
fQ + + 2| 由 a 4 o ) 式就得到 

■ L a + 1 J 、 

[D«0. * )|V^ 2 ^ + l i,R^< CU 十 jV 了 ’ 击 Of0)1 f ^ 

+ " 必地 卜 “ 川 ii K _ ) + C [ (1 4- f — r) 

^ Jei +3 fR } Ju 

• \\P{Dutv 9 - ) ， 1 > 4 £> 心 ， • ))]> ,, dr, 

W ? ai 4 -K (K } 

{ SAl ) 

由 HDv 9 D » 的定义（见 (8.29) 式)，并利用 （5 J 1) 式及 

k 

(5 J 9) 式 Cfe 其中取 r 。 p —2 (a +1) 及 f w 2), 

2a 十 1 

就有 


^ 132, 





o , D m Du { t , - ))1^ 


< C(||D,D*i(r f - ZMr，- 


+ p , D «( r , - yy 




+ I JIU -WilIZMr, - ) U^+'Jia-)) 

• [[_，• ）1!:二 ,(〆 


(8.42) 


注意到的定义 （8.10)_ CO 2) 式，并 注意到 


+ U 由上式可得 


2 (a 十 1) 


\\ f { Dp { 


)，£)麻， •）)《 〆 掛肖_, 


% CE m ( \ -f r) 


O ： Au) + E). 


(8 43) 


于是由 U .41) 式，并注意到 (8 J 4) 式及 (6,61) 式，就得到 


iOp( 1 


A 


|£>«(r 


ii 


卿!^ _1(, + 


< C ■(紐 + E*D &utt iu) + 


(8 川 


其中 C , 是一个正4奴. 


另一方 [ S , 采用和得至! a ? c 式完全类似的推导过程可得到 


■ 


\ ki <* w 丨 x 


t 疏‘ 、，- L 収 1 


m 



R 


11必 


A 


SSkOM 。， •”最叫，聂 _ 


i 4 ic 


邱 4 


m 


+ 


?..?) a ( 


da^Dvi 

- ； * ■__ - - = ― MM 3 

OT 


m 


)) 


■ 


L 咖 • > ，☆味 


9 


dr 


k 


.SlU 


da n ( Dv { r f * J ) 

dx . 


m 
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_ 


•)， 核 • 



2 


a 


2 ± U ^ U ( o ^ 

it { Ov ( r ^ . ))DJ ^ 


t 


■ 


)) 


& u ( 


dx . dx , 


■ 


??!：( 


dx 如 i 

da t (Du{r, - )) 
dx. 


0\ u t {r 


m 


))C 


■a 


DluXr, ^ ),^ f (r. 


L*iR 


it 


4S± t>i (mdh 

* 6 < d T 皿 1 J U 


» 


du 




dx r 


,(iM 




))D 


如人 


-» 


Ox x 


， D1 以 r ， ■ ) k^ r 


4 - 2 \ t 戶 （ OW r , ’）），« t( r f * ))« 


dr 


U c ^ co , - )) 


#; ，最咖 ) 


!l 


111 



【V 


VI 


* 


(8,45) 


注眘 f 〗> -— ^― ; + U 由 Sobolev 嵌人定理.有 

2 (a 十 0 

^^' i < M + A 3 ( R ^ C =^-~( RO 连续嵌人， (8.46) 

并 件窻到 X . 1 # ., 的定义，利 用第一 攀中的（ 4 . 60 )式（在其中取 
i ■“ p ^ oc ) ，了得 

‘ cJa ^{ Dt *( r v * )) |j 

ll dx J- m R m ) 

( c \ Du { t 9 - iwwif 加 ( r ，- )!£-?»■> 

«jS C Uht, - ri% r ，） 


■> 
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< CPU 十 r ) 


(&47) 



又由 (8-7) 式易知 
r at 



)U ?-?R 


C ( Dt/(^ r j )PyiW f _ + "(p* 

+ > Tr (ri • ) l V h-_，《* + ” R 、） Xr, ， ）11 




< CEH\ H- r) 


i 


(8.4 ft ) 


再由第 一$- 屮的 K 6( J ) 式（住其中取 p - 2) 及 （4.56) 式，迅有 

^ C\\Dv(^t f ' )i MI*~Jpt fc ) 

< CE a i \ + r)VU < # ( M 9) 


及 

l | F ( D ^( r , * 

< C \\ D ^( t ^ • " )11?- r* 

< C]\Dv{t y * )|1_r- ， 1}DKt ， . )jlJ' 卿 “w 、 

< C £ l ^( l + ( H .50) 

而对％ 类似 F (8.47) k ( S ,49) 的估计式成立 # 

由估计式 ( M 7>—(8,48) 等，立刻可得 

1 + H 十 IV < CE-Td + ry^^^Duit, - )1V(r-^. 

(8.51) 

注愈到（6,56)式.由上式就得¥】 

I + H 十 IV 在 Cb a D\ n A^) t 

又由第一奄中的 OJ 1) 式（在其 ip 取 f ^ 2 及 p - 

并注意到 （8.46) — （8.47) 及 (8,49) 式，有 




I a 1| (Z?^(r > 


)) 




d *“（ r ，■ 

: mHi mi^mm am 

d Xi dx, 

* w 


a ^ ( r，Q 

r B 3 i | 


i 1 It" 


< cho ^ iD ^ iz , - 


I, 



i 


的 iC r ' /-) 1 

fljr ,9 x r 


L £ (RM 


i 


135 - 



+ * ))h\ 



<CE*(l + 0 J *"_0 )， 

(8*53) 

于是馬得 


III < € E ^： o Ju ) $ 

(8, M ) 

同理有 


V < CE - D \ M ， 

(8.55) 

再由 18,50) 式，并注意到 (6.56) 式，有 


Vl < CE ^ D t ^( u} r 

(8.56) 


这样.由 (8,45) 式、并注意到 （85) 及 （8.24) 式易得 

( S .57) 


从而 


sup h D “【 i ， ， XIhVk - ) ^ C 3 (dE 十 E l+1 

(8,53) 

其中 C , 是一个正常数. 

合并 （ S .44) 及 （8-58) 式*在 E < 1时躭猙到 

C A (5£ 十 £硃。,,（《))， (8,59) 

其中 G 是一个正常数.由此立刻可知只要选取 a 及£适当小，就 
有 

D ^( u )< E . (860) 

下面再来估计 •由 HDu , D t Du ) 的定义， 并利用 
(5.21) 式及 (5.19) 式（在其中取 J 为胃2, p=co jj 
再注意至! K § ^ 的定义及 （& 60) 与 （8,46) 式,可得 

DJ)a) < C(||D« |^* fR ^|i>^]| H i - 1 fii*) 

+ fi £ M | 

■ 

< C£ l+ "CI + 0< C £ l+ % Vi ^ 0* (8,61) 
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同样利用 （ 5 . 21 ) a 及 G 式（在其中取 f _ 1, / q = 

2 (a 4- i), p ^ oo) ， I 司理 Kl ■得 

I 汽 D 〜 D t Du) x ^^-1.3(0!+1)^* 

p 

+ 阳 "1! )11 仏 

< C£ 1+ ，(i + o -午 * 

< CE ,+ *(1 4 - /)""* 1# ^, Vf >0. (^. 62 ) 

利用方程 （1 U 9)， 并注意 fUS * 6 {))— W . 6 2) 式，就立刻得 到：存 

在一个适当的正常数使 

O s ■‘(《)< C a £. (3.63) 

联合 18.61) Ji ( H .63) 就得到所要求的结沦.引理8屬证毕. 
引理 3.4 适4选择 IK 常数 Cg ， 可使得当3及五适当']、时， 
在 X totr . t 上定义的映魚 f 按空 ㈣ ^_ lti _ ll £ (3^, XFE ) 中的度 R 
是压缩的，这里 

X t0 ., v . %i E ™ {t/ — u { i 9 … < 石， 

A a 』 “‘-L(tO < Ko ， ：） — 屮 OM ， （ 8‘64) 

其中 

Or,-| (i - 4 (^) — sup i /)«/(，，• ) ft") 

f PCI 

十 sup (1 -h i) 1 叫 (8.65) 

t>n 

Ad,—1( 私 ） =supllv"(r ， • )U^CR-i 

( >0 

+ sup (1 + 0 丁」 f &66) 

而 中的度就定义为 ： P ^ 

p(5, d') ― ^r 0 -i„„i(5 — i/) - {- l\ iri ^i(v — v) w (S.67) 

证任取 S, £?€X^ 由引理 3.3, 适当选择正常数 C a , 当 
S 及五适当小时，有 

u * Ti/ t u —办 t (8,68) 
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^ . 69 ' 

我们要 M 明：和引理匕3中那样地选择正常数 Q , 当3及 F 适当 
小时，存在正常数 n < U 使 

s) < np{j^ 7 y). (8,70) 

甶映照 f 的 定义， 

tuf： - ，戶 （ D5, D.Ou) — 户（ £> 没， D t Di4) % (8-71) 

« 0: ra 0, fcff « 0 + (S.72) 

类似于 （ Ml) 式,我们有 

1^*(^ - ) V 『“31 … (R .， 

< c i (! + / — £>,Z>5)(r ，.） 

一 P(2>i? ， D g Du){r y - )H I „ 2 , i ^ dr 9 (8.73) 

w j 

注意到 

b tl {Du ;a^ mi — 厶 i,(Z>3)S, … 

一 ( 沉）一 ^ 乂仍 ）)Sw Oi.74) 

利用 〔5.21) 式(在其中取 f 为 — 2, r « 2上2 士上}，^=2, 

' 2n + I 

2 (a+ l)j， 并由 Xu Sl 的定义，有 

(r s )ll «j.^±i> 

^ a #4 -l CR > 

< C(| Du*(t ，■ ) ^ 

• WKt, - 収〜， 


^ CPU + ^D fQ _ Utm _Xun. (8.75) 

又利用定理 5+7 中的 （5.61) 及 （5.62) 式<在其中取|为^一2, 

，_ ^ 2, P 2 ( a + 0)， 注; g£Pi j 及 h 一⑷ 


的定义，并注 息到田 厂 f 会札 + 



+ 2^^ + 






lii 


_ 



2 ， , h i >. > ——+U 由 Sobolev 嵌人定理有 

2 (a + 1 j 

乂 K ") cdR _) 连续 & 入 * 

从而就斫以得到 

乂讲）一办 ,/ r ， 〕 

< CE ^( 1十0 一十 ☆/)—,_■(，）_ (8//7) 

对 

<3.XDr)rl f , ( — a (£)" V>"_ 

■ I)\ )a tTi + ( 〜（ Z?5) n SI 

的.右端琦以摒斜和 （8 75) JU &?7) 类 i 以的{占计式,乂_以二'6,72) 

A.mn 

mow )) — h 吨 ，. » .. 

W ，。4 t H S 

< CE a (\ + km 

将〔8-74)— ( ⑽）及〔3.77)— (8,79) 式代入(心 73) 嘁，并 j £ 
意 r (祕 1) 式，魷有 

[£?«<(“-) 少，， 1 ■扣…>、， 

< cF^d + + u ?))， 

Ca.au) 


认而得到 

# — f m 

sup(l + /)~ B ^ n ： " )1!^- ^« + n {R *j 

i>rt 

< C 五低一(《 4 ) + £\—(，))， （ 8 川 

其中 q 是一 t £ 常数. 

由 C 8 l 74) ii (8,78) 式，可将方& (8.71) 改芍为 


其中 

而 


身 _ •— 

u ： t - 2>"(⑽々”一 2 5>,(加)甿，户，_，⑽) 

-rf 1 卜 

a t 人 D &) — 5 t . + b ‘人 Dd ) ， (8.83 ) 


- li9 * 



F * 


u ■ 

S ( M 加） 一 M 帅 



$ MDv ) 


—+ F{Dv) - F (机 

类似于 （8 45) 式，由 ( H - M ) 及 (3 i 72) 式可得 


(8.34) 


ii « rc ^ 


4 


)H 


<R 


i 


S T (师, ■)) 


% 


_ # £^'i，• ） ，各 OK 


蠹 


dx 




i * *■> 


—y 1 V S / cjo PJ (Pg(r, ^ )} 

么 s V bt 


a 


■4 




2 E ±\.{ 

lli^i - I “ i _ I J ■ x 


dx . 


_ 


a 


dx ^ 


Z ? V ( ir , O , Dj«?(r 


m 






+ 2 


j(L^(r，• ))I?J (:’— -» £?J«*( r t 4 ) ) a # ^ T 

dxidxf M a > 

2 2 9 d t i i j { P ^( r 1 ■)) 

k <t - I *^J ' 加 j 


* 


D*»f(r t - ), Z)Jw?(r s 


■ 


dt 


R 



〜师，⑽， ，)l 产 

+ 2 ( F »( r , • )，《?( r ，■ )) W "4 ^A 
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■ 1 + H + III + IV 十 V + VI . (8.85) 

由于 ^ X — 并注意到，,_:(>)的走义，完金类似于(&52) 
及 ^54 )—fS *55) 式的证明 V 可桿 

1 + n 十川 + IV + V < CE ^ O 1 _ ■」!<*). 義讀) 

利用定理5//中的 （5.61) 及 （5.62) 式(在其中取/为1, 
r — ^ — 2, p — oo ), 注意到 X _ p „ ^及 的定义，并 

利用 (8*46) 式，可以得到 

< CE a {\ +『)■〒*由 Dw ■，— XW ) • (3.87) 

同理有 

,1(^(0?) —叫 ( Ddjlv-Wi 

< CE a (l + (S.88) 

在得到 （ IU 7 M &. S 3) 时，已本质上禾 1 用了 « t 的事实，这 
就说明了为什么只能在的度 ft 下考虑算子 T 的压缩性 
的原因，又类似十（&73)式 5 有 

沉 u，* )) — F(D5(ir，. 

< CE.U 十 O .宁，士 6( 一…心 ”• (8. S 9) 

这样，由（以 4 )及【 8 . 87 )-( 8 .的） m:m (@6)式，容易得到 

VI < c 护 〜- 心 ”. (8.90) 

于是，注意到 U _9) 式，由 （8,35) 式就可得到 
sup || D «* C ^ - ) II ^^( R ») ^ C . E ' HD ^^ iu *) 4- 

«>tl 

(8.91) 

其中 C 7 是一个正常数. 

合并 （8.81) 及 （8.91) 式，弁注意到 D t ^ M 的定义，对 
H <1就得到 


D ^ lrf . Xu *)< CE ^{ D^ lht 乂 《•) 十 D _”，.（0))， 

(讀） 


从而当£适当小时, 



^ CE ( 8 * 93 ) 

下面我 n 证明 

〜—(《*)< C £; U 0 ). ( 3 . 94 ) 

事实上，_方程 （ 8 . 71 )， 有 

+ \\ t { DI , D v D %) - ^{ Dv . DM ^ Wm -^ ( 8 - 95 , 

及 


Jl^ f ' ) ^ ■ ) 1^*0 

十 hP^Dv t b\Du) — ■, 


注愈到 


〔06) 


P ( Di >， D : Du ) - i >{ Dv , D t DS ) 

n 

D 2 A ■，“ ) 5 )«;■-■ + (^.,(^ 5 ) — 以闕) S〜 rf 

■ ■ ■ ■ i 


+ 〜 (D5X，+ 2 5j (%("「） — ^(£>^)^l ri 

P = I / b I 

+ F ( Diy ) — F { Dtf )^ (8.97) 

用得到 (8.75), (8.77) St8-79) 式的方法，就可—到 
■ f {DS ， D w Du) — Pi^Uvs D t OU) 

< CE "0 -F 0 ^ i (^) -h D in ., rt . t ( u *)) 

<CP(1 + 0 + 、二（ 5, 一 _,(〆 ） 十 D—.(〆 ））， 

(8,98) 

类似地可 ^ 明（也 参见 （S.S 7 )—(1料）式） 

1 I /> C 沉， oj ? u ) - / ( m f R -, 

< C 汐 （D.—.,_ t (〆） + D f ^. s ■(〆））• ( H t 99 ) 

注总 tj O —.— jU ) 及 的定乂 （8.65)—(8.66) 氕，由 

C8,95)-(8^9) 式就可得到 

A 々-慕( V )在■一— ,（《” + 

十 〜 - 乂 〆 J )， C3-100) 


» 


H 2_ 



其中 q 可取码与保证 (8-63) 式戍之的 C t . 噶一致 ，将 (3 91) 
式代& (匕1 0(0 式，，适当 /I 3jv 就得到所要求的 （U 4) it 
联令(明 >-(8》4)式,注意到 抑 ，5) 的定义（心67)，当 B 
造当/ I 时、魷枵到 （8.70) 式.引理 M 证毕 • 

现在要利用引理 S .3 及引理 8-4 _成走理 8.1 的证明. 

首先证明 f 在空间 X , fll # lE 上具有唯一的不动点 ukX ta ^t 

a — T * u 3 (8. 101 ) 


从而《即为 Cauchy 问题（8,1)-(8.2)在 O 0 h 的盤体解•此 
不动点的唯一性是映照 f 在度铤 ^ 0 - u^ue 下的压缩性的显然 
推论.冶了 r f】 此不 /r 点的 4/E 性，首先列出 
弓I理 8-5 X,y t 是 X , ^^ ltE 的用子集* 

证只要证 明：若 

1 X x ^ tK , ( SAQ 2 ) 

且当 * — oo 时， 

h u 在 X 7 lf ^ l£ 中成立. C 8.103) 

则 

( JU 04) 

申突 i , 注;* 到 ( H .14)-( S . i 3) 式，由 C 8. iQ 2 # )-( Of ⑴式容 


% #到 

木 

Dv f —^Du 


(B.105) 


V ^"( 0 , od ； If (R")> 中弱 * 收敛， 

(—(1 ^ ( 8 . 106 ) 

在 L "(0, co ； W __ ( R ，）） 中弱* 收敛， 

( o , 〜 aio ?) 

r ： /，(0， CO ; 矿伽 ”)中弱*攻负， 

(1 十 tY ^' ^(^) + ^(1 + t ) ： ~ rLm ，： ( 8 . L 08 ) 

Y-r /."( a , oo ： ( n 9 )) 中弱* 收敛， 


从而 ai ( J 4) 式成立_引理 8 oM _ 


w 


143 • 



现在任取 




作为零次近似，用 

^(*+1/ ^ 子《 ( _ 0, 



•0 


来构造迭代序列.由引理3.3， 

i 

并由引理8.4,此迭代在 X #o , M „ k , E 巾给出一个不动点 


^ t yC - l f £ v 

使 (8 J 01) 式成立钆当 《 _ oo 时， 

在.中成立 •• 
于是由引理3.5,立刻得到 


(8.109) 

( 8 . 110 ) 

( 8 . 111 ) 


( 8 , 112 ) 


(8 J 13) 


« c am ) 


它就是子在空间上的44的不动点，且由引理 8,2，（ S ， Z 5) — 

(8-26) 式成立.再由 T 此时仍有（匕 77 )式及对知 ( D «) 和 

( f 5 ；- 的类似的结论，由推论7_2立刻可得 （ S .27) 式. 

走理 8.1 证毕_ 


S 9 非线性波动方程的 Cauchy 问题 


现在我们考维非线性波动方程的 Cauchy 

(u t 一 Au F(Du 9 D, Du) ， (9.1} 

« 0： u 一 tpCflf )* u t — 0 C^) a (?.-) 

其中有关哈的意义及对非线性项的假设见 SI 中的 (13)-( K 7) 
式.我们首先证明 

引理 9.1 非线性波动方程的 Cauchy 问题 （9.1 M 9.2) 可以 

等价地化为 S 8 中所考察过的拟线性波动方程组的 Cauchy 问题 

|8.1)-(土2)(其中《应理解为向呔函数）. 

证设 w *) 为 Cauchy 问题 （9. t )-(9*2) 的解，令 





du 

dx f 


〔/ ■ 1， . • * t fi ) 


C 9.3) 
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及 

lO ， (9A) 

我们证明向 t 函数 C/ 满足一个形如 S8 中所考察过的拟线性波动 
方程组的 Cauchy 问题.事实上，由 （9.3) 式+可将 （9J) 改写为 

u " — Au — F (£) U ) 令 F ( Du ， Du i9 * - % Du m ), (9.5) 

再将上式两端对 A 0 - 3, ---*«) 求导一次,就得到 

▽ F ( DC 7) • (j ■ 】,■ ■ 、 n } ， (9.6) 

这里 VF ( DU ) 是 F 对所含变 t Dt； 的涕度 # 由 （11) 式，容易 
看到 (9.5)-(9.6)是向*函数 U 所满足的拟线性波动方程组，且 
满足 S8 中所列出的条件 (8.5)— (8.8)，而相应的初始条件为 C9.2) 
及 


0 :碘押 («•),— 




8^ 




W i * 


» 


n) 


■ 


另一方面，若 u 


** s Ui 


(9.7) 

为 Cauchy I 可题 （ 9.5) — 


(象 7 〕及（？. 2 )的解 y 我似证明此时_必为顙 Caudiy 晒 (9 J ) 
( A 2) 的解.这只需证明（^)式成立.为此，令 


★ ■二 


du 


dx A 

与前面类似可由（9_5)式得到 


( 


r 


1 


«)» 


⑽） 


(5 丄 一 A«_ « VF{DU) 




9DU 

dx 9 




1 


«) (9.9) 


及 


0： « f 


dfp ( ar ) 
dx. 


， (r ™ 1 


Qr , 


n) 


(9.10) 

由波动方程 Cauchy M 题的解的唯一性^由㈡⑷一 （9.7) 及（9.9)一 
(UtO 式就立刻得到 


«, — (■一 1» 


邐 B IT 


，》)， 


【 9,11) 


从而（ 9] )式成立 
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这样，就证明 7 1 迖两个 Cauchy 问题的等价性.引理 5U 证 


毕- 

注意到拟线性波动方程组的 Cauchy 问题 （9.5) —(9.7)及 
(9J) 可以 完全一 样地用§ 3 中的方法求 M, 并可得到完全相同的 
结沦，由引理 9.i 訧立刻得到我们在本章中所希望得到的最终结 


果，即 

定理 9J 假设 (1.7) 式成立，并设空间维数满足 (6.8) 式，则 
对任何楔数*:> ^7 +2及^為&十(-^―« | + %存 

2{a 十 t a I J. 

在正常放 Co 及适当小的正常数 J 及 H ( E < E ,) 9 使得当初值 

1 1 a + lj 

_ CU 2) 

^ e / nR H ) iMV " 1 ^( R -), 


a 

[ l < piV + W 】+ ! 

+ ll 少 1 十 >^.-uiL^ (R * 1 (9.13) 

时， Cauchy 问题(9,1)-(9.2)在 < 為 0 上存在唯一的整体经輿解 
u ^ X 9 (J1 ^ a 必要时适当修改对《在区间[0, 0O) 的一个零测集 
上的数值后，对任何 T ：> 0有 

C([0* T]; W 出 （ RO), (9.14) 

C([ 0 , Th OH) 

u „ tC { lO , Th ^ - CR - J ). (9- i 6) 
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第三章非线性波动方程 ( 续 ) 


H 引 言 

在本章中，我们将池续采用前二咅中处理问迥的框架，介绍 

S. Kkinerman til 5】中所述的关于非线性波动方 Cauchy ^ 

题的整匕经典在性的结果.仍考察在上一 章中巳 考察过的〃 
皱 lh 线性波动方心的 Caudiy 可题 

u f r 一 Au ™ F(Du 7 D t Du'\ i A *= 十 "-+ m] 

； V dx ： dxl / 

I 

« *- «p ix )» u £ — <}y{x) (ar ( 欠 "… ， L ))， (L2) 

其中 

一 iu t3 u x ， … ™ («〜》«*，■ * ， *«.„)> ( 13 ) 

OJJu — ， O t l，" w + ; > 1), (1-4) 

这里及在本章中，简记 

x 0 — = t * U -5) 

令 

7 讎 - J — o,i ¥ - - - ,ft+ f ^ !)• 

U.6) 

假设方程 u . l ) 中的非线性项 f _ F ( i ) fiE X -0 的一个邻域 
中适当光滑，且成立 

F (九） - 0(| if l+ °)* (1-7) 

其中 a > l 为整数.我们要证明若空间维数满足条件 

n > 1 + 三， (1.8) 

a 

则在初值适当小时， Cauchy 问 nn . lHl _2) 在 t >0 t 存在 
唯一 的整义 经典齡*并 ii j -*■ +时具 w — 定 sj 域减性， 
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由 U .8) 式所给出的空间维数》和《之间的依赖关系可见下 


表 • 


■ 

麵 

■ 


■■ 

■ 

WBm 

■ 


将此表弓上一章中由关系式 



所给出的下表相对照. 


0*9) 




2 

3 , 4 -* 

1 

6 

! 

3 

1 

2 


可以蓄 5] 在 a _ 1时结果有了明显的改善，而在《為2时和上 
一章所傅的结论一致.从 F 文可见< 由于避开了 P 佔计 

式，整个证明过程可得到很大的简化，但对初值的要求比上一章要 
稍许强一些+ 

在本章中，我门还将对非线性右端项^ 显 

含《 的 倩形进行讨论（参见李大潜、陈韵梅 [ 2】一【31).这是 S . 
Klainerman 所没有考察过的情形，但无论从理论上还是从应用上 

来看都有其重要性，为了讨论在这一情形下 Caucby 问题的整体 


经典解的存在唯一性，需要作吏为精细妁分析，对》及的估 
计要区别对待，并利用 P — 估计式 • 在这一情形，所讨论的 
Cauchy 问题具舞如下的形式 


) u % . 一 Au =* Fiu^Du k D f Du^) (A ™ 

' 

f 0 : « — < 3 P ( X )* 岣 ™ 必 （怎） （： 

此时，令 



漏 C w .))* 


( 1 . 10 ) 

On ) 




m • 


I — — M ， … ，疗， ’A-/)〆 ； a 0,1，… ，《,* +，•> 1)* 

U 12) 

仍假设 F _ F ( i ) 在 i 胃 0 的一个邻域中适当光滑 ，并且 （ u ) 
式成立.我们要证明若空间维数满足条件 

fl>t x^4+^+I6 ( 此时〒 1.(! - £^> l), (i 13) 

则在初值适当小时， Caucly 问题 （1.10) aU } 在 $ > 0 上必 
存在唯一的整体经铒解，并在 r —+ co 时具有一定的衰减性 # 

由 （1.13) 式所示的空间维数《和 a 之间的依赖关系可见下 

表. 



B 


■ 



■ 

SB 

■ 

■ 


和由 a &) 式所给出的前述的表格衔对照，可知在 w 3时 
对非线性右端项显含 u 的情形所得的结果要比非线性右端项不含 
«的情况差一些. 

正如在第二章§ I 引言中所述， A . Matsuaiura ([2!) 用局郎 
解延拓法在特殊的情形下研究过 Ml 样的 M 题 ( UO )-( Ul ). 他 
所得的结果见下表. 


€€ =5 

2 

3 

■ ， 5* 酽 . 

■ 


i 4 

3 

z 


由表中可见，他没有得到1时的结果，而在2时的结果 
也要差一些 * 在1的情形 ， D Ghristtfaoulou UIJ ) 用几 

何中的共形变换方法研究了同一问题，并 A 且为奇数的情 

形得到了和上述类似的结果. 

由上一章中的引理 9.1 〔它在 F 显含《的情形也同样是有效 


V 
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的），为了得到 _ L 述的结果 1 只须对相 v 的”维拟浅性波动 
Csuchy 问题进行讨论.因此，迮本章中找们义§察相 L 的拟浅 f 生 

情肜， 


S 2 预备事项 


在木争由整个讨论的关键是考虑到波动铃了妁 Lo - ent 7 不变 
性，引 +—组 一阶偏敝分强子，来代緒普通的求异 M »: * 为说明这 
点，记 








并对有关字母作为足标的取 值范饱 作加下的约定: 


a ， b 、€ ，…你 0, i 3 ■、〜 

引人 Lorent2 ： 度规 


( 2 . 2 ) 

C 23) 



并12 


(2.4) 


， di • h ~ 

ui <ix 


n ). 


于是波动算于可写为 


m 


9 


_^_ 


dt 1 


— A _ — — 與 _ ~^ — 纪 


引人如下的一阶®始分铕 子： 

Q,b ~ x ， d 办一 xbO s — 一 £? _(a，6 — 0 ， 1 ， 


Lo — * 戈十 jr,d + 


■■■ m 


瑁 .— 


9 — d 孓 




d n ) — 




+尤.久， 



(2.5) 


( 2 * 6 ) 


(2,7) 

9 

(2.8) 

1 

(2-9) 


它们将在找〗今后的讨1&屮 起盧要 的作用 • 由 （ 2 . 7 ) 式^特别我 
们有 


_ 1 如 , 



亡■，— 1 彳一气夂一 一 0 , ( f，i — !，■ (2.10) 


Q oi -■ iO t -i- Xtdt^Li it =■ I, * jn). (2,11) 

记 

^ — (^,) i <*< i <»* (2,12) 

^ - ( Q hb ) H C 2.13) 

0^(O,dXl <i<n)) r (2J4) 

f - ( L 0 ,5,3). (2 J 5) 


为今后讨论的需要.下面我们叙述这些一阶偏微分算子的集合 

及 r 所具有的一毕简单而虚要的性质， 

换位关系式 

我们要证明这些一阶偏微分等 T 的集合 o , Q , Ct 或 r 中的 
元素可以张成一个李代数，即证明■集合0, x > 或 r 中的任二 
算 f 的换位算子可表示为该集合中算子的常系数线性组合.注意 
到显然的关系式 

fAA] -O t (2J6) 

我们只须证明 

引璁 2 J 换位关系式： 

lQ a ^u €4 ] -+ n dd Qt, — •— n M Q,j, (2,17) 

HJ -0, (218) 

-= d — Tf d “ (2.1^) 

[L yi 3 # I — 一 (2.20) 

成立. 

证首先指出恒有 

Q . x b — tf h *-* (< j,i — 0,1, ...(2,21) 

于是 

Q^Q f A — Q t d Q wb 

(:• 瓦一 x b d^){x c d A - x d d § ) — (x t 9 d — x 4 d/l(x.d 办一 r. ; 9,) 
— xXd b xJQ d — jt 乂 9^03 占一 x 认 + xXd d x A )d 4 
一 戈人3 办 x a )% + x 4 0 f x 6 ) d §^ x ^ d 4 x A ) d k — 


j 


151 






4 - — 7 i ^ x t d a — ^ x b & d + r dl x ^ d m 

一 ij m jT,3 -{' rj^XjO. + if^x b d t — i{ b x d d m 

— n M (x 9 d 4 — x d a 4 ) -¥ 冰 乂办达 一 ^9*) 

一 — jt* ❼ _) 一 Xx^dd — xjdi) 

—® ”’ 公 “ + " 3 以 *1 一 — {2.22') 

这就是（2.17)式. 

【 i 0 ,i?4 】一 — i ? •山 

■ 09 rf (jr,% — 办 式）一 (^4% — 尤 

- 作 ( a〆 •碑一 x ^ Ka ^ d , 

一 ^%{ d 4 ^) a t + x ^ d m x ^ d , 

•- <vw— — W^d • + yf 4 T\ m x h di (2 23) 

- it ^ x ^ » i ,*% w r . a . -沪 v 、 久十旷? r 办夂 
— x^ ― x.dt — 々屯 + 办 &. _ 0 ， 

这就是 （2.18) 式^ 

iO ^ d ^ — Q •办一 O t O mt 

■ — **式)久 一 d 乂 x . d t “ x 3 d t ) 

■ - { d , x 3 ) di ，-h (,^ jt *)9 - — / 3• — q M dt , (2.24) 

这就是 （249) 式. 

最后 

【乙 “3• 卜， Lad, -d.U 

■ (， t 9 a ) d m - 

_ 一 t ^9,^)9^ — —T\ La Ti >t d4 

•* — 、广&邋 一. (2.25》 

这鱿是 （2.20) 式. | 理 2.1 证毕 ■ 

由于上述性质 * 就可以利用这些偏微分算子的榘合 4 
或 r 来构成相应6_」广义 Sobolev 范数.为此，以 A — LA , 
表示这些算子 f 含公， 5 * 0或厂中的任意一个集合，对任何使下 
式右端所出现的范数有寒义的函数《 _ 可用 

.«C/*OU-(E 0!!KR»>f (2.26) 


襻 
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来定义其相应的广义 Sobalcv 范数，其中 


为多重指标， 1攻1 


卜 a 

々_ +… 

■— A \ 



■ ■ 7) 

1而 


a 17) 

(入23> 




M 然，如果对任何固定的》為 fl , 函数对 f 为具紧支 
集的无穷次可微函数，或更一般地，如果函数 «t^x ) 及其对 
0 ^) 的直到 | 阶为止的一切偏导数对任何固定的 *> o 对 r 为 
速降的无穷次可微函数，那么在这些特殊情况，用 (2.26) 式定义 
的范数就都是有意义的 . 


这里我们注意，由于算子集含 X 中可能包含酋对£的偏导数， 
上面的广义 Sobolev 范数是对以为自变数的函数 

在任何固定的 t > 0 处定义的》因此，一般并不能利用这一范数 
对在 11 ‘空间 上定义 的函数来引入相应的 Sobolev 空间，而只能 
将 (2.26) 作为一种范数的形式在今后的估计中加以应用. 

我们萏 車指出，由于引理 2.1 所示的算子集合 j 及 r 
的 李代数性质，在利用 a .26) 式定义相应的广义 Sobolev 范数 


S_t, 萆子集合 d 中算子的不同的排列次序对应着等价的范数，而且 
范数的这种等价性对< 是一致的，因而对这一范数的定义不发生 
ff 何实质性的影响.具体说来若以表承同一算子集 
^ A - 仅改变其中算子的先后排列次序，由引埋 2.1, 
我们有 

iKoiu < c , w * Uji > o ， a 29) 

其中 u($ 9 m) 为使范数 (2,26) 有意义的任意函数，而正常数 C t 及 
C , 与 u { t , x ) 的选取及*值的大小均无关+ 

在算子集合^分别取为或 r 时，棺应地我们魷得到 

了下述的广义 Sobolev 范数： 

[«(^* M 〜， I 仏 "I «G ， Ollr«. 

注意到 （ 2 . D )-(2.2 G ) 式，对任何多重指标 k (\ i \ - f ) f 我们 
有 




( 230) 

萁中 C 及 C 2 为正常数.而为上式中出现的范数有 
意义的任一函数 # 

2.2 与洩动算芋的交换性 

现在我们 I 正明这些倘微分算子的集合6及 r 中的每一 
个算子除 L 。 外均与波动算子 a 可交换 .d U 与波动算 fa 的换 
位算子也 n 是 a 的一个放大.换言之，我们要证明 
引理12换位关 系式： 

[a it a] — 0, (2.31) 

[A. ， 口 ] -0, (2.32) 

[L 03 C3] — 一 2a (233) 

成立 • 

证 (2 V 3 H 式成立是显然的.注意到 （2,6)—(2.8) 及 （2.20 
弍，我们有 

一 ff d $dA 芄 A — : *9j — (x 4 di - x h d 4 )if d ( d d 

一 代 [ d )9』+ 

— 夂] 一 n ^( d . x ,) d d d t 

— 代 [作] + ㈣ 

- ^ d d € W b dA — Wd d d t 

■ V “*1 如桃十 VVSA — ^ rt dA d e d m — Ij - V 々 A 

— 2« 久 3| — 2 ^ 71 ^ 8 ^ - 0 3 (2.34) 

这鱿晁 U 32) 式.而 

U 。， 口 I - 代 W 〜 Jh ) — ^^ d t U d r ) T d ^ 

- vv 〜 dr 々: ,） 也1 + 爲 

- 2^d t d b - —2 口， (23S) 

气，£ 式.引押二2 \^ + 

: mi\m 2.2, 统坷 以容爲_到 




引理 2.3 付任何多茧指标々，«：中泛表示果 
合 r 中听含的偏賧分作 f 的玫巨，必成立如 F 的换 te 关系式 

【口*内一 2 C ki r ^ 9 (2.36) 

1 ‘,< 1 4 卜 1 

其中为多重指际， c), 为一些适当的常数. 

证注意约集含] r 的定义（二 15), 由引理 2.2 就立刻得到 

UI _ 1 

时的【2.36〕式,仍 f ; 耶 | 珲2二 R 要假设 （2 J 6) 弋在 \ k \ -x 

时戍立，鱿苫為证明它在々|-^十1时也成立.这样由数学归 
纳法狄得劳引理 2J. 

tB ji 理 2 /h 可以1?男地对齐次波动方程的 Gaochy 问 M 

尸《 - (J ， (2.37) 

U 0 ； u ^ *p(x") y «, — (2,38) 

建立利用窈子I合 r 所作出的能量估计式.鲁文上，注意到 (2.37) 
式，对任何多重指呩 "0, 由（2.36)式，有 

l^ s r^]u — 0 # ( 239 ) 

于是,将方程 （2 J 7) 的两端分引作用 r 、 就有 

□ r *« - L (2.40) 

再将 _ b 式两端乘以 . f - (广《),幷对 X作护分 vl 全仿照通常建立 

at 

能廒 teii 甙的 

t r ^ l ， L \^ + 丨▽八 卜 U. (?，4i) 

di L h Ot J 

由薇并 注意到 czj(n 爲,就雕到 

Du { t ,-) rjJ < C t DwCO^J f ,,, Vr > 0, (2.42) 

n |1 是一八 K % < 有 X ： 的常数 -「fr \Du (■, .) 简记 
\ Du { z^)_ } . t /rr - 0 时 ^ 屮力 4(2 J: 治条件 t’J 8) 

容 f 出， 口丁由扣值 fOO 泛完全决定，实 

郎上匕由 v+OO 及 4UJ 以及匕•们的 一JJ 鱼到叫>的扁导奴的 


155 - 




某种畨权的 PCRO 范数所姐成 . 这样，若记 

~ ( S ISO + \x\) k W/OOOR’y ， （ 2,43) 

其中为多蠢 ? 指标，易知 

|[/)«(0,OI!r M < Ci (Vrp,^)||^ w -j, (2.44) 

其中 C 是一个正常数.于是， （2.42) 式可改写为 

i ' r ^ < (2,45) 

2.3 rt 位抹面上的 Sciboi ^ v 嵌人定理 

以沪1表示 R _ 中以原点为心的单位球面： e ^ R % U \- 
1. 易知由 (2J2) 式定义的集合 i? 是 P _ p 上的一组完备的微分 
算子. 事实上，在上任一点处 
的单位外法线方向即为从而在此点微分算子 

— x t d r — x f d t ( 1 < r < / < «) 

给 di 沿的切空间上方向（0,^、0,—巧，--_,4,0,’〃 § 0)的 

(O (/) 

方向导数，而且这些切方向显然可以张成在此点的整个切空 

间 * 

由集合公 _ 的李代数性质 ( 见 U.17) 式） f 可以 

利用公在上构造相应的 Sobolev 空阆其范数 

定义为 

.〜，_*，■ (2 ! • 口 6 , 

其中 A —，匕）为多重指标， a 表示中算子的数目 ■ 

由于 ^n- I 维的，由 Sobolev 嵌人定埋，只要 

[― 1 ] + U (2,47) 

就有 

HUncXASd) 连绫嵌人， C2-48) 

于是我们有 
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51 理 2.4 设 《 - 是々1上的任意函数，且使下述不 

等式右端的昆有童义 J 叫 

鉍 C? ) ，< C u i J ^7 ^l +1 u* _l ；* VrJ € A" 1 1 (2,49) 

其中 i ： 是一个正常数 • 

S 3 一 个衰减佔计式 

现疗我们要利 用在上节中引人的算子集合 r , 来证明一个有 
戈的衰减佔计式。昏先证明 

定理 3.1 设 》■ »(/ 〆:，为在 （u ) € X R * 上定义的、 

并陡下述不等式也端的范数有意义的任意函数，则 

c(l + 0"^.l«0 9 Olln, + if V* 》 0, (3.1) 

其中 c 是个正常数. 

注 3.1 由 （3. U 式听示的函数《的 f ( R _) 范数随 Z 4 +CO 

有 （1 + 1)'^ 妁衰减性估 U 和上一章对齐次波动方程 Cauchy 
问题的解所得的衰减性佔计（例如见上一章 U40> 式）在形式上 
是一致的，佴这儿的函数 u ( i s x ) 是相当任息的，并不要求是齐次 
波动方程 的解. 能够得到这一沒减性估计，是因为在 au 式右 
端所出现的 »(^ Ol!r SP +i 是带权的…义 Sobolev 范数，它本身 
已甬含了讨^的策•祌增长性，此外，不同于丄章 （3.40) 式右端的 
乙 1 ⑽范数， UU 式的右端为带抆的 UR，) 范数、由此 ft 下 
文中可以避升 L ， U 佔计式，从而使证明得到简化. 

为/证明定理3.1，我们 g 先证明下面的 fL 个引理. 

引理 3.1 设« - 为定义在 R ’ 上的任 ® 函数，使下 

述不等式右怕的范数有意义，则成立 

* — I 

( 丄厂 “|1. | 午 1+ > 咚啡,， 

t K-> Ul 0 > (3.2) 
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其中 D 及 i ) 分别由 C 2 J 2) 及 （2.1 4 ) 式定义，而 C 为一个正常数. 


证 不妨碍一般性/可对 


€ cr ( R -) 


(33) 


的情形来进行证明.记 
由臬支東的蜈设》有 


rit 其中 r [ x \ 与0,而 S ' 


作卜咖 ) — f 


d 

dl 






2 X \^^ m dl 


从而 




u 2 {rS) < 2 i ! 




2 


jj«a£)a^a§)U-^, 


其中 


磐 


私 — 


y i 立 
i-i y[ Qyi 



表示沿径向的导数. 


将 （3.5) 式的两端对 5 在 a — 1 上积分，就得到 


{ r ^ dia , ^ 


lyi 


\ndiu\dy 


< 


2 


t 


n 


\ ub k u\dy < 


2 


]«h\R^\\dlU L^BVt 


(34) 


(3.5) 


(34) 


(3.7) 


寫中为夕 i 上的面积单元 • 
类似地，对任何多霞指标々，冑 


■» 


{Q uir ：)) — 


W 


I (峨 )) 札 


⑴） 


从而 XI * 得 


C ^« Cr |))^ 4 < 


2 


的邛 • 〔3‘9) 
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再注意到 (3.6) 式及 （2 12). (2 J 4) 式，由上式可得 

L ， 〜 (^ lw ( r 5)) 2 ^4 ^ ^jz- 1 (HO) 

其中 c ： 为一个正常数， 

这样，我们就得到 

X ( , { Q k u ( r ^) yd < jy t 

^ ri 1 l w !VfK 丄 ] nW 1 (Ml) 

再利用引理 2.4, 并注意到 f ri 及 r _卜|，就得到所要证明 
的 （12) 式•弓理 1.1 证毕. 

由引理 3，1 立刻可得 

推论3+1设 w _ ?*( i ， r ) 为定乂在 R + x R _ 上的任意函 

数，且使下述不等式右端的范数有意义，!?_当丄时.佔计 

2 

式： 

NO^)f < c 厂午 0!! ri ,- i 1+t , vi > 0 (3.12) 

成立，其中 C 为一个正曹数， 

1 i 理 3.2 设 W ™ u { t y x ) 为定义在 R + X R _ 上的任敕函 

数，且使下述4、等式右端的范数有巍义，则当 0< k | <丄时，估 

2 

计式 _ 

I I < $ 鉍 (篡，’ ）llr\*. ‘ （3*13) 

成立 Wt 中 C 为一个正常数. 

证记 

^ ± am 

\x\ 

其中 iM t o - 由 aiu 式 走义.易知径向导数 

j * - 

之 j .™V (-V 亏） 
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可表示为 

故— r i (’乙，一 0 < — r < /. ( J . I 6) 

寧实上，直漤计 露可得 

■ # 

tL ，- S ^ { td , 4- x ； d t ) - r ($ d t + 

i ，1 i : ! \ / 

■ 

—S (妒一卜） 广 丨3, — — r )9 r . U •⑺ 

，-1 l，i 

记 


两 (L 0 a 9 L t u^ …, /-_»>, (3.18) 

并记 

|^«1 *- max L t u\ ^ (3 19) 

• <_ 

由 U .1 4 ) 式易得 

1^1 < C | L «|, (3.2(1) 

其中 C 是一个正 常数. U 而由（3」6 )式可得 

\9 r u{t f x)\ < - C — |L«(i,jr)| t 0 < jjkr] — r < I. (3 + 21) 

t — r 


—般地，对任何，数1 ，我们有 

\dUi(t 9 x)\ ^ )LMi^)U 0 < \x\ -r<f, 

^ ~ r ) i 4 i<i 


(3,22) 

其中々 表小多藍指蚜，而为正常数.寧实 t ， 注意到 



利用数学归纳法容易证明 


U .23) 


汰 ■ S A K Lk f o < 丨 Jfl — r < (, ( 124 ) 


4 
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其中为 < 及》■的 ▲ 次齐次 函数，由此立刻得到（3_22)式. 
现在对任何固定的 令 

»( 裏 ，0 — 一 G _ r ) 0 < r < (3.25) 

由 （3.22) 式易知 


当 r 
于是可得 

心， r) 


时， - 0 (A ™ 一 1), (3,26) 




0-1} 


■ 


r ) ’ ^ 夺 一 v(j ， X)dl 、 0 ^ r #* 


dl M 


(3.27) 


事实上，由 （3.26) 式，通过分部积分，可得 


tfOt 


B^n ■■钃 ■ 


dX 


d 


r 


dX 


v { t ^ X ) d{l — r ) 


■B 


—(2 — r )- f - i / O * + j (I r ) — v ( t y X}dl 


- J : u - 
-1： 


dA 


^ mu ^ 歐屬遍 

dk 1 


dl 1 




/ 


X ，) 


T 


(1— r ) 1 rf 3 


2 


dl ； 




4 h « 


J 


02 H ) 


重复上 述过程，就得到 （3.27) 式* 
仍由 （3.22) 式,我们有 


d s 




dX 


"Cm) j -1 


dX 


((i < c $ MXt,m 


( 3.291 


其中 


此 ( Mf ) — S 


(3 J 0) 


** 


联合 (3.27) R (3.29) 式，并利用 H 6 ld 打不等式，就有 


^0* r )| < C j ( l - rY ~ l M 9 0^0^ 


(3 31) 
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其中 


— ( [' (/ -，) 2 广 0 厂， ( 332 ) 

这样，由 0 . 25 ) 式可得 

l«(/ t x)l — ™ f(* — r'~ f v(t^r；\ 

0 ^ fjr [ *«= r < JT. f VH) 

将上式两喘的平方 f 上 卜积分污 FTfl ■方，并注窻到 
式及箅子集合 L 是 r 中的 一 部分，訧得到 

< 0<M -r</, ( 3 . 34 ) 

— r) 

其中心: p e 为 s __ 上的而則单元. 

在上述令等式中用 o u ( t ^ x ) 代替 J »( r ， j ), 其中 

UI < 1~1 "F!, 

L 

榦得到 

(j 广 iQ^uft^ni f <C 


< 巧碎丨 “u, 

(t — r) J 


▲ 


)il 


0 < M 


asm 


r < 


认而由引理 2^ 沈得到 

i^^)i 叫午 1+i ， 。< w 〜 

(5-36) 

% P f > i 約任意輅数. 

注癌 A 十 ， O 1^ J ^^ AC 432 j , 当《为奇扒时，若取 s ， 

， \tZ * 



n 


2 


就有 



C 3 J 7) 


从而由 （3.〗6) 式就浴 到： 当〃为齐数时， 

< C • o < r <，. 

(J — r;* 


⑴ 8) 

类似地 5 当《 4 偶数时，若取” + 1，鱿戽 

2 

O 猶〜 +| ( J T ’） ■= (f (^- ^ ldx\^ 

< (L 如 ）- - (^.39) 

从而由 (3.^) 式就得 到：当 《 为偶数时* 

\u^,x) < C * ； |r . H+ ,， 

0 r， 4 

0 ^ 1 j : = r <C 1, 0*40) 

联含 048) 及 （Mlf) 式， A: flOl J 时，就立刻 

得 E 辩要证明的 （3」3) 式.引埋 12 证毕. 

将推论 M 及引理 3.2 的结果合并，就#到估计式 

W^ih - )： It •( 鶬，或 Cj _ 丁 ■ )|[i „ +i> Vr > 1* 

(3,41) 

再 由干箄彳集合 d …， d n ) 是 r 中的一部分，由 SoboJev 嵌人 
定理，显然有 

i u 0 9 ' J W (… ) il J ( [ j ] + ^ c u ( t y ^ )_ r ,_ + " 

Vf ^0 # ( J.42) 
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联合（3,41) 一 (3.«)式，就完成了定理 3_1 的证明， 

将 （ 3 J ) 式应用于函数及就立刻得到 
推论 3.2 设 I i #0, r ) 为在 0， JC “ R + X R - 上定义的、 

并使下述不等式右端出现的芮数有藏义的任意函则对任何整 
数 


\ Duis w - )| r ^ < C (1 + 
其中 c 是一个正常数，而 


Vr ^ O t 

(3Ai) 


\ Du { t ^ . )| r „ ■ ( E 

、 l 4 ，d 



(3.44) 


由此易得 

推论 3.3 在推论 3.2 的假设下，对任何整数 f >2^ t + 3, 

I 如0, ‘ C (1 + 0" £fi p«(i s - )[]r„ 


及 


Vi^O 

|2>|^， ■ ) l r , 【宁】< C (1 + r )^^ 1 


(3.45) 



V # 会 O t 

其中 C 是一个正常数. 


(3,46) 


54关于乘积函数和复合函数的一苎估计式(再续> 

为了下文中讨论的需要，在本节中我们推导用 r 算子作用于 
乘积函数和复合函数的一些估计式. 

对任何整数 I > 0及实数 p 0 < p ^ +的），记 

H «( r ，* ) ! r ,，— (Si "«(，，_ )| iA «_) V ， （七 1 ) 

、… *5 i / 

其中 々为多 重指标.由 （2.26) 式及 （3.44) 式，显然有 

IK ，，- )Lb _ lK#t ' Xjw ， 
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U(*，■ )|r.. — * 'yWr^m* (u) 

定 9 41 设 

Jl ™ 上十丄， 1 名 (4.4) 

f P 穿 

对任意给定的整数 i >0， 当下述不等式右端所出现的疮数有意 

义时， 

• 挪 p I ■霣 ( f ， • ） l : r , #p 礞 

+ . )IUK:，• )lt_,) (4.5) 

及当 f >1 时成立 

丨⑽足）一 / r ，，)(，_ - 

+〉#(,， r )1 r，.，*U 犮 (#，■ )!、{ ， - 1 } f )， (4*6) 

其中 G 是一个正常数，而 p 表示一切 TK \ k \ 的樂合 * 

证由算子集合 r 的定义，容易验征 

r (") - m g -h /( IV ), (4.7) 

从而 

r j C/<)- S c l} Pf . r^, (48) 

其中 c ti 为常数. 

利用 Holder 不等 A , 由 （ 4 -8) 式易得 

\\ mn \ WiR-y < C / S 

1 - I , ■ ， 

W <[|】 

+ S |T^|!^ R -A (4.9) 

i + i - * I 

再注意到 I 一 [ ^] - ^ < j ； y 及 ^ 式，就立刻得到所要证明 
的 （4.5) 式. 

又由于 
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(4.10) 


r<fg) - fpg - S c h P{rf)Pg 9 

* + I ^ — t 
i m M ^ ^ 

完全 S 复同样的过程就得到 （4.6) 式.定理 4.1 证毕. 

推论41 &定理4 1的条件下，对任意给定的禮数 

i • )11^^ ^ ^ )[|^.« 



+ WfO, - }\r.JgO, ' ) 

(4:11) 

定理 4J 

设 f — F ( w ) 充分光滑，并满足 



f (0) ，0 , 

(4.12) 

其中 ■* (似 

-对汪何整数若向 lit 函数 


W — 


满足条件 ^. 

n^(*, * )ii r ^, < ^o f vr > o P 

(4.13) 


其中巧为一个正常数， a 使下述 f： 等式右端出现的范玫舒意义， 
则 


| ■ ))l|r+, < C(v 0 ) + )frVr ^ 0* 

(4.H) 

其中 Civ ,} 是一个与 v 0 # 关的常数，而 l<p<+oo. 

证在 f ^ 0时，由〔4.12) 式， （4.14) 的成）:是显然的（参见 

第一章中的 0 U 3) 式）.于是只志 证明： 对圧何整数成 
立【此时不盔要条件 （ M 2)) 

U f F ： u / fj ^ - ))|| l * ir -, < Civo )^ u /{ i 9 • )|| r,..ri Vr ^ 0. 

(4.m 

为叙述方便起见，下 YS 仅对 W ^ w { i , x ^ 4数量函数的惝 I 
进行证明.易知普通的 H 合函数求导法则对 r 緙子也是成立的, 
从而有 

tfO)- S c pi ^(r^^cr 4 ^*- 

(4*16) 

其中记 a ~ - •，《■) ，且 
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内 + + - * < + (4.17) 

1 * % + 2 * 十 + + * + J 華久 （d 3 ) 

由 （4.18) 式可见， fij ^| + i ，… ■% 或者全为零 》 或者最多只能 
有… f 为1,而其佘均为零 • 记 A 为便兔与0的最大 I 值_在前 
一 情钆， l < h ^ -1, 由（4,16〕式，利用 Holder 不等式并注 

：■ "2 J 


意到式，容易得到 

^ — 1 

J ] f # f (<^ < c ( va ) JJ ii * f * ■：! I ] r^w 

i ^ I 

< C(i%) T A «"_ S C(v q )! ttjf “ " ( 4 . 19 ) 


而在砖一情况， 



1 ^ A j t 


而 a ，一 1, 于矩类 { U 地有 


UpfC *^) 1 . p fR * < c ( ijq ' 1 T \ || 厂’叫!? | 叫11_ ■ r **^ iU 〜 R 、 

#■= l 

«£ ^fv 0 )S T w\\ l p r - } <Q c(v^)\]w\ r〜. ( 七 20) 

合并 (4.10)-(4 20) 式，鱿得 ij (4.15) 式 . 定理 U 画正毕 . 

定理43 设 h 虚 FO ) 光分光厝，其中 

W 謂 (<6*1* a - - ，^). 

并设当 

\w \ ^5 v fl (4.21) 

时成立 

Viw 、 辱 0( 作> t 为整数， (122) 

对任 何释数 J 〒 U . 启句量 過数 W »'0, JT ) ii Fd 不等式右端 
出现的范 4 有葸乂，且满足（^ 3 )式，觅 1 

m 

\\ F ( u ^0, - )) Hr „ < 心，， )!r.. f n * ) r.i JV .、 

Vf >0, C4.23) 

C 是-个正常数 O 丁与 i r o 宵关)， ㈤ •(:— 1 f 
满 £ 


4 
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y J + ^ 9 1 < PiO — 1，••- < +oo # 

(4.24) 

ll 甶假设 C 4.22) 式，可将 F _ F ( w ) 改写为 

Fiw} — G(«Ok^, (4J5) 

而 

G(0) 0. ((26) 

利用乘积函数求导公式 （ 4 .8), 对任何满足的整 
数匕 易知有 

r*F(«o — S 

辦 S Gw ， 心 O ) S 

(4J7) 

K 中均为适当的常数，且 

A + …+ ■ P, (4.28) 

1 ■‘，+ —■ + 々！•“.一々】， (4.29) 

由（ 12 9 ) 式可见， ^j a J+| , ■■- 人或者全为零，或者蛣多只 
能有一个为 I ,而其余均为零 . 记 A 为使 O0 的最大 * 值.在 
(4* 2 ?) 右端的和式中，记满足也 1 的项之和为 1 ,,而 
\i< f+1 的项之和为 U 利用 Holder 不等式并注意到〔 4.28) 

» 2 J 

式，就可得到 

lir^Fri^) c iluiUm 

< 咖 ( 也 ., ■ jft \HrH ht 
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< C ( lGCwy ] r ^ - n 

+ IMrf [ M 咐 >f )， （4.30) 

其中 P . (i ■ U …, 《)， 令及 r 满足 （4.24) 式.冉对 G (议）利 
用 O . H ) 式，就得到 

㈣( 声 ) 1 | 祕 <CWIr 〜 

其中 t < f . 由（4,22〕式， (4.31) 式当4 = 0时也显然成 
立。这就证明了 G 23) 式，定理4,3证毕. 

推论 4.2 在定理4 J 同样的假定下 ， 

* )) < C ,| 1^(#, - ) ilr ^ € | • ) '' 

- • n ；：^ ^ V /^ Q , (4.32) 

其中 C , 是一个正常政（可与抑有关)，而 h 『满足 CM ) 
式* 

推论 4.3 在定理 43 同样的假设下， 

? 1 ■ 乂砂 (*， * ))jiw< c t i,H# s - 


Vi >0, (4.33) 

其中 c 是一个正常数(可与抑有关)，而 p,h r 满足 

丄一 ！ + 丄 ，1 < />，亨 ， r < + CO - ( 4 -? 4 ) 

r ? q 

定9 4.4 设 G — GO) 充分光淸，其中妙 一 （说■〆 ，■ *^ n ). 

设当 （4 i 21) 式成立时，有 ^ 

GO ) — 0( kn , 为整数， (4,35) 


对任何整数 f >0* 若向设函数 w — 满足（ 4 .13)式，且 
使下述不等式右端出现的范数有意义，则 

_ 4 . 

t|G(*-C^ ■ ))llr_<C_ll«^, • )«r., ( II _ >«r 切 V 

Vi ^ 0 t (436) 
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J 中 C , 是一个 £ 常数(可与外胄关)，而 

憂 ■ _ 

丄 * ■U 丄十， - i ) r q f r + x > h 

^ i.i P . ^ 


(4 J 7) 

证在 a = 1时， （4.36) 式即化为 （4.14) 式; 而在 a > 1 0夂 

由不竦式 (123) 亦可得到 (4,36) 

推论 4-4 &定理同枰的假设下， 

GO (_，* )) •） r , f + 心，， ) ir '[ jj rp . Vi >0, 

(438) 

其中 t a _ 是一个 IE 常数(可与 抑 有关)，而 

丄一+ 丨 . 1 < p^i,r < + oo . (4.30) 
r p 4 

推论 4.S 在定珣 4 3阿0的假设下， 

)GO(L • ))lbv., ^ C t wit, - )l|r^ +P l 泌 0,， ）11 ;[i 】-， 

Vi 会0, (4.40) 

其中 C , 是一个 i£ 常数(可 弓外 有； CK 而 l<p<+oo* 

定理 IS 设 G _ GM 充分光 tfj ，其中 w o _ , ，， ^ M ); 
并邊当 （121) 式成立时 ， （ 4 3 5>_成立*对任 柯整数 Ti 
向 fc 函数•故 _ 泌 ( j ， 寬、 满足 （4 J 3) 式，且使下述不名式右端出祕 

的范数有蔥义，则 

G ，)》(;，• ）!“. 乂 Q( w Oi - 〉 V.G;.!, 

+ it 取 0, • U 卜 (、， 、 II ■⑷ V 

* 4 m i 

V # 為0， (4,41) 

艽中 p.O - ? 及*^满足 H .24) 式，而 C | 是一个正常 

数 C 巧与叫有关) * 

证由乘积函数的求导公甙0.8)，对任何满足 
的独数々，有 
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氣 4 + 4 4 


E 




C ki , K J ^ Giw ) T ^ 


41 


*!<[$] L + 1 


I 


■i 


由 Hiild 打不等式，并注意 11 (4.24) 式，有 

l|Itlk^ii*i < C\\ GO)_; r l\u r, 




及 


其中 h 及 


I 


un 

满足 


R 


< cHGOUUm 〜 


a 


m 


s 


■ 

P * r 


S 土十》 


m 


s 对 GO ) 利用 (4.36) 式 ，就 可得到 


IE 

’■ GlMlr 山 f U ]^, r r *| 


(4,42) 

C 4.43) 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 


"a i^fR-> < C||«>||, tlti |[if|[ r * Yl \\w l 「 _m 匕 . （ 4.47 〉 

于是由 (4.42) 式可得 

i [ r ^( G <^)«), t r <R ^ < c ( H^ll 1 

a 

+ 4 山 . IWq ! 如 _) 只 〜•[”，,■， ( 4 . 48 ) 

其中由 （4.35) 式，《48)式当 々一 0 时 & 豉然成 
立.这就证明了 （141) 式. 

推论 4.6 在定理 4.5 的同样的假设下， 

\\G^)u(t, - )\\ r ^r < CXW^O, - )ll rT j|i p ll«C*, ^ )Ilr.^ f 

+ n^Op * ) W < J _ ■ Mlr .[-] r 

V * > ii , (4.49) 
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艽中 ZNL >满足（“）式. 

推论 4.7 在定理 4.5 的同样的假设下， 

\ G(w)uO, * )K 切 1 议 ( 震， • ） ll r ■[朴 J»<>，. )f|r 1(iP 

+ - -)11 叫] ■ Jlr^f 

Vf>G, (4,50) 

其中 『满足 （4.34) 式. 

定通 4-6 设 P ， F { m /) 充分光滑，其中 w -• ( w lt - 
并设（4,22)式成立.若向量函数 ■ 似 ( j ， *) 及 w 

分别满足式，且使下述不等式右端出现的范数有意义，贝 ij 
对任何整数*為0, 

WHUK^ * )) ™ 获 ⑽. ■ »t|r^ 

< c,(|k.d n r{ihr Q^Kt, - )||r„ f + ㈣“ • u 

+ ••(，_* )U I 爽 4 i - + ㈣ ，， ， 〉_r 份朽 )) 

* ll ”而，， )lir.[JJ. f< + 贼》， * )! ( 4 . 51 ) 

其中记 ‘ 

— S 一忍, (4*52) 

巧 （‘一1， “ ，满足 （4-24) 式，而 C, 是一个正常数 OJ 

与 iV 有关）. 

证由 C 4 .22) 式，易知 

FC«/) — ««• (4*53) 

而 

— 0(liS|* 4 - I 占 。 ). (4,54) 

于是由定理 4.5 立刻推得定理 4 t 6. 

推论 4.8 在定理 4.6 同样的假设下， 

[F{uf{ty - )) — F(S(i, * »| r ^ 

< CX\W*0, * )M r{f 卜 ■ )ltr.. # + \\S(t y • 瓜 , ■„) 

+ 11如*0, * ) ilf 叫 （1 M (, ■ h r ^ j. f + IkOj - ) Ll ri ^ j . p » 

* 173 • 



• ，，-礼灿 + ㈣ ， ■ )11 叫 C 4.55) 

而，满足 （4.4) 式， 

推论 4.9 在定理 4.6 同祥的假设下， 

* )) — F(^(#, ^ )) r*f^ 

< •）|! r . ulf /lRf，■ )llr ■…+ 碑 (，， ， ）llr„”） 

+ .）li r ， 讲 P + r 忍 Or )ll r ul , p )) 

• (叫 ,I )1 屮卜 + _， * )llr, [扑广 (_ 

而 P，L r 满足 （4J4) 式. 

定理设 W 一 W>) 充分光滑，其中奴胃 

并设当 （4J1) 成立时，有 

//(«.)- 0(|^ r 1 ), 1 为 整数. (157) 

对任何整数^0,若向蛩函数 w ^ w { t , x ) 满足 （+U) 式，且 
使下述不等式右端所出现的范数有意义，则 
(0 当时， 

!1"(«0«秦…， 

* u + > .叫,:) + o i 叩 ，-卟'丨咐… 

违中 /M ^满足 （4.4) 式： 

00 当 2 时， 

< CAi t* Frtm< ^i ri [|] lfi + ，w 'l ri [j}p ^ 

+ (l,W 'r^l. ( . 1 ，!t， 'r{*}p 1 + 1|M 'riik 3 iV ^r.[iK) 

a 

fc \W\r, t J n w ( 4+59) 

其中 Pi (/ ^ 1 1 …〆 1 《及^ ■满足 （4.24) 式. 

证旨先名察2的情形，利用乘积函数求导公式 as ), 
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并注意到 H5lder 不等式，对任何满足1 < ，的整数匕我 

们有 

\\T l ( l^r 6 i 


SC 


X ||r*>H(^) U^(R-i||r^*(irf«/) L f Ku 9 \ 


*，<m 


S \\r^H(ti/) i/jtdirM ⑽ Min 

:都： 


(4,60) 


其中 


C 7 1 M 


P 


P . 




(4.61) 


■ ■ 

S 



穿 r 4 


P , 


曇 


对 WO) 利用 0.36) 式(在其中分别取 r 1 n 及 r «- r』) 


有 




H(wn niH ^ c n w 屮 k 


9 


(4.62) 


V.jr,,, ^ ^i'r., + # 1 1 J _Up,* ( 4 _ 63 ) 

又由 〖 4 . 11 ) 式 ( 在其中分别取 r _ r, 及 r — r .)， 有 

uv lr ，4 K <Ci ' w |1 r.[^K ^ r ^} H + HiU X 

(4,65) 

注窻到由 (4,57) 式， (4.59》 式当， 0 时显_立，将 (4.62) — 
(4,65) 式代人 (4.60) 式，魷得到所要求证明的4.5 9 )式. 

再考哼 c 1的情形.比时注意到 

H \ t £* /iiu ^ ^ H ( a 0 ' -h HCO^uv 

(4‘66) 

而 

• * 



^(0) - 0. (4.67) 

由己证明的（七式（在 K 中取“ P' _ Pt P ， +%)，育 

<： c {(, t « u \ r ^ ? 



M ■[★ 

㈣ 「识， 1< 价 >11「,，) 


(4.68) 


M 



联合 （4.63) 及 （* Ul ) 式， 


就立刻得到听要 i 正明的 X . 


定 


理 4.7 证毕 。 

推论410在定理 4 .7同样的假设下，对任何整敢 f >0, 
0) 当 of = 1 Bt ， 

| 叫 《0 叫 '…< c t {i 


+、1 U [:]二… |r w rd •: 

f w ! r，[H 少 V 以 • ■山 


(4 別) 


其中1 < p < +父； 

00 当 2 时， 

^H{w)uv r+Jt/ < C ， ( （ L wi !r 心 

+-[il”'“UK 於 U 拟 （ 4.70) 

揉中 p . q . ^满足 （ 4 J 4) 式； 又 

llHO ) 即 H， •“ p < C,{(||tt,,. 6 . r H r j | 如 

+ Ik r ^ ?] tsl l ^ llr .[-].« - ( 4 . 71 ) 

其中 l < + oo . 

占定理 4 .7 及推论 4.10 容易得到 

定理 4.8 设 G - G { w ) 满足定理 4.4 中的条件.若向 Bt 函 
数沿 ^{ T ,XJ a 分别满足（七 U ) 且使下述 


■ 
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不等式右端出现的范数有意 义 5 则 对任何整数 i >0,记 

w* ■- w 一 w t ( 4 . 72 ) 


有 

(0 当 a = 1时， 

〖 (GQw 〕 一 叫 丨 ! 矽叶， 1 , • 

+ W1 呢 f DO + 阳 rO- + Wlr •⑴ 

+ <H«ilr^J. r^*>- + iHr^l 故 *1! 广 切, ？ ） 

.(l|Silr t#Ff + ㈣ i>rf)h ( 4 . 73 〉 

其中 P,L * 满足（ 43) 式_特别有 

1 (G «/) — G («/)) wIr . i 1> » ^ C {( l ^ l | r lfrf l |^!! r ^ j i ^ 

+ ^ r^],J 

+ M r 切 + C^ 74 ) 

其中 1<#<+oo v 
( ii) 当时， 

U(GO) — C r {a«l|r^SWII r ^ }p 

+ (Wr 1 ^}iJ </l| l r ■[ 办 ,？ 1 ' r.i|K) 

* (Miv，, + ㈣ r.“,)i 中卜 llr ■[ 扣 刊外砂_)， 

(4.75) 

其中 Mi • — 1, … ， 《 )* 夺及 r 满足 C 4 , 24 ) 式，特别有 
t|(GO) — G< ： u>)M\r., 

< C,{(Wk JkX ■ 沿 ，+ Wro 1 似 U 

. (_%]•,+ Nil 叫 >,)+ WI 叫 J 卜 I 咖 

■ (ll^llr^ + m\r^)i - (M rU h 十 ll^tl Ni ].p^ 

(4.76) 
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其中，满足 （4, 式； 又 

| | ({? / 。） ■ ，声 

k x U f r 【士 + 



• ㈣ _ r . U 】,-) 


+ > :忍 liw)} 

.(」 吹[… 4 II 忍 （ 4 - 77 > 

其中 I < p <+ a 5. * 


下面比个定理是为了 5 6 中的锯要而引人的，它体现了对不 
同的函数区別对待的精神. 

定理49设 F ~ F («0 琴充分光滑，其中奴， 

(^ 1>^) 5 ffa < 一 （《\‘， ■“， 财供）及 — (^ 1 ,* '' ,^w ). 并 

设当 (4.21) 式成立时， (4,22) 式成立，对任何整数 f > 0,若向 
鼍函数 


似 — W(J^X) -n O t (5 ，； 0, 奴 2(，，*)) 

满足条件（^ 3 )，且使下述不等式右端出现的范数有苈义 

■ )|r Pf .i ^ CA^X 1 * * H ( 卜）匕[】卜 

+ Wiitp - Uk (#，.）1^ ，[备 j . J， Vr > 0, (4,73) 

其中 f 满足 

丄一丄一上 ， I < r < + 00 ， ( 4 . 79 ) 

r 2 » 


而 c 是一个正常数 ( 可与叫有关）， 

证由 (4.22) 式 • 可将 F — FO ,，,） 改写为 

P(.^sy — S O a (4.80) 

而 

^^(0,0) - 0, (4.81) 

利用乘积函数的求导公式 （4.8), 对任何满足的 
整数々，有 
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■/ S + E 

vilP \4i) 


会 1 + H . 

由复合函数求导公式，对1^1，有 


2 aUm , 设 i)f A (，i 

条 《 1 爾 _ 



<4.82) 


r ki G ai 1 Pj (^ 4> ^ j ) 

- I ： 

i + 


少 u 緲 “ 


d 謝 i、dw 


* 


i 


其中 


• (r 以）缈 :Vi … (rwj'cr *， 拟 》) r t ,(4_8i) 



Pi 


f 





?_)+ 


+也 •- 々“ 


(4.84) 

(4.85) 


而对心 > 1，有 

rH ^； w ； t ) 


■ S c 叫 w r^y<r^ z ) 

(j^y^r^yt 


其中 d _( A ， 為）, 
数，而 


(z “ /, 


7 


r 


(4,8ft) 

C m 为适当的常 


\ 


* 



h . A 


k 



(夂 + /，）+ 



々7 • 


— A , 

“J — 心, 


C4 』 87) 

(他） 


这样，我们爷 


*- s s s 


少 Gv 

_ ■ ■ _■ I, i. 

9 ^fi 


(#1，的） 

du /^ 




# 


■ 


41 

'秦 

(fv,y_(rw 、 . .(r*«rw 2 )、 

巍 

( r Wa )Y ， 


(4.89) 
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由 （4 .奶）式，卜,或者全为零，或者 
最多只能蛘一个为 I 而其余全为零.记 i 中相应 Thij &,•••， 
F *. 全々#的那些项所徂成的和式为1.，而相应于？ 

r t 全为努的那些项所组成的和式为〖*•注意到^2 < [ IJ 及 
( 4 -13)式，由 Hbldcr 不等式易得 

IIUUW〆 C S ! Mr , V , ?] .^! rrl ^ I ， J !^ llr ![ il .- 

㈣ 卜 


(4,90) 

类似地有 


l ! h \ L \ fk K i C I 

舍 1 


S M ; : 吻 JK [怜 

!< W 4, li 


• 2 〜如少❿卜 

< ci ^ uMr nUH . <^9 i > 

现在来估计 i 〖. 我们有 

ii — S S " ，缈 j) 


0 <4 k 

( ^：V 

( r**^i )**,( Wj )^ j . (4.92) 

由 （4,88) 式，•…山，丄，或者全为零 * 或者最 
多只能有一个为1,而其余全为零，记 II 中梠 应于 j 


» 
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全为零 a %的那些项听组成的旬式为 iu 而相应于 
U _ r . , 全为零且^^0的那些项所组成的和式为！ U . 

1 t 

利用 HWda 不等式，并注意到定理 4 .2,有 

c S S H G W 以”叫)1吨】,-* 

< Ctl^sKr^ • 

类似地有 

pi 蜃 I ^ cr ") ^ ^ l « V [ r ， pi 』 ^ w * r 

联合 (4.90)—(4.9 IX (4.93)—(4.94) 以及 (4,82) 式,并注竞 
到当 y — 0时 (4,78) 式显然成立，就得到所要求的结论.定理 4 A 
证毕. 

« 定在 440 设 F - F(w) - F ( «，,,％)充分光滑，其中《，= 

(叫《0，而似丨 ■ (奴…， . ■，似 1 M ) 及 W^J — (^, ■ ■ * T ^ v ). tt 

设当 （4.21) 式成立时，（4.2 2 )式成立.对任何整数若 

向董函数似 — w ( r » je ) — ( ufiit ^^ O ^ x )} 及似— 疋卜，戈）。 

均满足条件 C 七 B ), 且使下述不等式右端出现 

的范数有意义，则 

— F(w /! »0 lr^4 

似1*(1，^) 1 r"l S ^*»*) ir r , 【士】 + [1 似 f (*，_)「 r rfF i 

• ll^0,O!l r [ir J, V^O, 【4.95) 

其中 

u /: ■ u / % 一 m^i — 1 >2),^ « m O — «； — W * (4.96) 


(4.93) 

(4.94) 
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并对任何整数及实数 p ( l < p < +00)，记 


\\^ Hr MtP - ilMr.v,, 十 [Mn” （07) 

- [I^II + H^llr^ U - 1,2). ((98) 

又其中 r 满足 (4,79) 式，而 G 是一个 正常致 (可与叫有关）， 

证由 （4.22) 式，有 

F ( 叾 i ， i^) — FC^5 ： 9 S/ 2 ) — G^u/iU*)^ + G^w^io^wf , 

(4*99) 

里当（4*21〕式成立时， 

fUG，）一0((131 + 1 员 1)”（—1,2) ‘ (4,100) 

这样，可将 ( i - l,2) 表示为 

Gi { uf $ u >) — 出"、〜表 C «/* 如 Jrt / ji 必必奸0 1 ， 2)， 

* J 1 

+ ?(._■ J 

(4.101) 

而 

Hi ^,^f0,0) -0 p (4.102) 

利用和证明定珲 4.9 完全类似的方法*就可以得到 （455) 式.定 
理 4J0 证毕. 

定理4，11设 G — G {^/) — 充分光滑，其中似 

而叫 _ ， ■ *， 如 IM ) 及 ^ j =(«/ 2j? ^ - ' 设 

当 （4.21) 式成立时， （4.35) 式成立，若向■函数 tv - w { t f x ) 

及 to jt ) — Wi { t 9 x )) 均满 

足 K13) 式，且使下述不等式右端出现的范数有意义，則对任何 
整数^>0,下述估计式 成立. 

(i) 当《 = I 时， 

— G(#?, ,«?a))«!fr rf j 

< fMUI«l!r 〜+ H!r-+ IUUM r [4 ㈠ 

■ klr. ⑴.-十 i ! 切？ ■■ + WU « ll r .[p 

(4 J 03) 

* 1£1 - 



m 当《>2 时, 

< d 球 Vpj *2 研 $】.. 

+ 浓 f _,?> 加!!吹份. 

+ IV _ 士, 

+ I ! 利 jrw_* r ^pM r{ &"^n rW]i A < 4104 > 

其中 c , 为正常扠〔可与％有关 ）* 而有关记号的葚义同 H 96 )— 
C 4 ■兆）及《4,79) 式， 

诅首先考察 a > 2 的情形，此时类似于（七式，我们有 

H ^ iu ? +// j (如，适)似?， (4.105) 

且当 (4.21) 式成立时， 

W ,( S , S ) -0((|^| + | S |) d_, ) 0 - 1 ^). _感) 

完全类似*于定理七 10 的证明，就可得到所要证明的(^ 1(|4 ) 式. 

再考察 awl 的情形 . 此时记 

— H ^{ u /^ u >) — Hp (0,0) (J 1，2)， (4,107) 

就可将 （4.105) 式改写为 

G ( i? f ,«^ 3 ) — G («5( ,«? j ) 

+ H Z (0,0) 似？， （4.1加) 

" g.(^^) - 0(1^1 -f- t^0(i - 1 ? 2X H」 09 ) 

用类似于征明 （ 4 .10 4 ) 式的方法 + 并注意到巧及 ® 满足 O 13 ) 
式,此时我们可得 _ 

ij(Hj( S + ff】( 似， 5) 奴?) /■*#»! 

< C ^ t |«! r ^, il « 1 ll r ^ j t ^ w * r ,[ J ].« 


* 18 



+ Kir •“⑽ f ■⑴ jM r{ ! 如 

<> C{ (n^'irjj + $U«: r 以,， 

+ ㈣ r rf # r ，⑷, JM 叫 . 

+ U«'nir J«!l r o 十 (4.110) 

此外，用类似的办法易知 

ilCH^O ， 0W + _ ,0)w?M r ^ 

*S C { « Ur » j <3 I W * J , ^ + r I 

+ U 必 iwM 嗯 •}■ ((1 ⑴ 

合并 （4.110) —0 U 11) 式，就得到所要 i £ 明的 (4.103) 式•定理 4 ，U 

证毕, 

定理4,12设 G « G { w ^ - (3(% 充分光滑*其中 

(叫 ，糾, J s 而 — C«>U» • * - ^iy) 及似 i — ( Wa ， ‘ ■、糾 奶)‘ h 

设当 （121) 式成立时， （4.35) 式成立.对任何轉数若向 
量函数 ^ - w {$ 7 x ) - { u^{t , x ) , w 2 {j f x )) 满足茶件 Ui3)， 且 

使下述不等式右端出现的范数有意义，则 

i|r(G(^ L ,^,)«) — Giw^wjyvu^LHn*) 

^ c “ hNr 」 l 拟 卜八 : w l Fj ^) ffl « 

+ 4 i £ 4 / Av t *^ A w •’⑤,少。份_ 

4 - |«ilrw*VI! r . 沿」， （4.m) 

其中，满足 （4.79) 式，而 C_ 是一个正常数(可与 W 有关). 

Vi 由（ 4 」0)式，有 

1 G( e-' t ,41^ )«) — G ( u \ ^ Wi ) T*u 
， ^ f \ 


• m • 







S + S \ C , 

* ^[ 3 ] 


会 I + 11. (4.113) 

由 H 6 l < i ^ T 不等式，并利用 （4.40) 式(在其中取 P _①）, 
有 

< (4.114) 

为了估计 II , 由（4,35)式，可将 G - 改写为 


0{w %? w 2 ) — S <?.■»«■ ，（叫，姒卜矽}*， (4J15) 

■ l + 

a 仍有 （4.81) 式.用完全类似干定理 4.9 中的证明方法，可以得 
到 

+ ll ^ illr ^ (4-116) 

将 aiH ) 及 (4.116) 式与 (4.113) 式联合 * 就得到所要证明的 
(4-112) 式，定理 4 J 2 证毕 ▲ 

注 4 J 由（七 79 )式，定理 4.9—4.12 只对空间_数《 > 2的 
情形成立. 


§5拟线性波动方程的 Cauchy 问题 

S.1 引亩 

在本节中我们进一步考察在上章 S 8 中曾经考察过的下述” 
维拟线性波动方程的 Cauchy .句题. 

1 u u 厶《 ■ $ if if iDu)u rtXi + 2 金〜【£>«)«叫 + F(D«> S 

(5,1) 

t — 0：« — s ^ U ), w , — C 5.2) 


* 1 躬 * 




这里仍记 


Du • -, u t ) (5*3) 

并为叙述方便紀贝4将初姶条件写为 ( 5 . 2 ) 的形式，其中 £>0f： 
一个适当小的正致，而 

Cf(R_)_ (5.4) 

令 

又 一 （U — 0 • 1 s … ‘ （5,5) 

0设在 i — 0的一个邻域，例如说存 U 在 1中， 

^i(l) - ^, f (i) {i % t ― U …, n 1 (5-6) 

f-W A: 尸 （ i) (、/ ■ U - 适 J H (5.7) 
且 

— 0(|5 (5.8) 

F ( l ) — 0 (|in {5^} 

其中〗为笮歡，且 

m 

S 〜 U)U > r ^\ a \ V ^ R-(m > 0 常数） T (5J0) 

i - i * 扈 

其中记 

_ U ^,(1), (5.11) 

而心为 Kronffckcr i 己号. 

我们要几 t： 中所码到的估计式证明 i A 司的维数满 

足条件 

«> \ -f — , (5.12) 

nc 

只要 S 适当 域线 性波动方程的 Caudu ■问 p ( MH 5.2) 幺 
在，>0上存在唯一的整体经典解，且此解 + QO 时具有 _ 
定的衰减性. 

S 2 度置空间 

由 Sobolev 跃人定理，可找到适当小的 E,> 0. ^ 
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1* V/ € tf r ^ 1+ (R"),I1 /SI h[ . ]+i /||n « En. (5J3) 

为下文的餺要，我们对任意给定的整数 f + 3 及正常数 

E < 仏，引人如下的函数集合 

^ §a E —4^ — ^(/,r)tD ( (#X £ ， 9} 汉 (_ ，龙 )_«^0) 

0 —<M* …“)}， (5J4) 

其中记 

D-O) — siipjD^ff .OKr*r* (5,15) 

J >fl 

K 0t fi(pU)* «； D ' — (5J6) 

而 uW - 2^ - 9 s ) 是形式上由方稈 （5J) 及初袷条件 （5.2) 所 
唯一决定的解 对* 的偏导数 3^0^) 在< g 0时之值，它由 
( sv < p , s ^) 的不超过/ _ 1阶的偏导数所组成，是具紧支集的洼当 
光滑函数，特 M 在心，％ (i,f 及 P 为 C# 函数时，它 

们也是 Cf(R0 中的函数， 

由于算子集合 ( doA ^- M 是 r 的一部分， 容易香到：若 
P € Xy， 则 

Due L^O.ao^WiK^)), (5,17) 

a^ eZ-~(0,oo^ m (R-)) C/-2 ， -. ，， j+ 1) ， (5.18) 

且对任何 L 

L ®( D , T ； H J +, ( R-)X (5.19) 

此外、由 （3.45) 式，易知若，则 

\Dv(t 9 )\ r [£ ^ 1+1 < CE(1 + /)" '® , Vf >0, (5.20) 

其中 c 是一个正常数. 

在 Xm 上引入如下的度量： VM6 V』， 

p (5^) _ D ,(5- i ?). (5 J 1) 

我们要证明 

5 ia 5.1 若 s > 0适当小，则 a ' f 是一个非空的完备度量 
空间. 

证任取一卜在 n 上无穷可激的函数 < t ) &其满足 
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M-C. 二 1 附近， ⑽ 

则易知当 B>0 适当小时，函鉍 


i 


■ v { i t x ) " 2 




A ) 

l\ 




(5.23) 


属于 X t 』， 故 为非空. 

易知 Xu 对摩廬 （ 5 , 2 U 构成一个良迠 空司. 为 i 正明其完备 
性*设 \ 为其 一* Cauch ) ^[ J ； 

(I* tj ~* CO, (5.24) 

要证明存在 《e Ah 使 


p { v t % k ) —► 0 , I -* oo. (5.2^) 

类 M 于上章引理的证明，可#存在函数« - u ( t 9 x ), 使 
得刍 i — CO 时成立 


A 〜在 L-(0,T；H^(K-)) _强收敛. vr>0, (S.26) 

Dv t ― Du ^ ^(0 f r；^(8-)) 中强收敛. (5-27) 

arw^a ； “在中强收敛【< 2 t "?+ i ). 


C5J8 ) 

从而 

^C0». )-^ 0.14(0,0 n tv HR*) 中强收敛 （/« CM ，•••，!）, 


于是 

9i«(u — 4 a ! ( T ) U — o , i ,-- ( 5jn ) 

再注意到用 r 庳子作用后的范数 [1 lib 是带权的 Sobole . 泡数， 
由 C5.27) 式 S 易得到 u € X ,^ > a(5,2S ) 式成立.引理5_1怔 

毕， 


5.3 Cauchy 问 H ( S . l ) ( S -2) 的螯体经典解的存在唯_性 

现在我们证明 

定 3 S -1 假设 （ L 4) 一 (5. U ) 式成立，并设空 jH 】 维数满 Jt . 
〔5.12)式.对任何整数存在适当小的止常敫私及 



E {£ < £ 0 ) f 使得对任何满足的 s , Cauchy 阅题 
(5.1M 5 J ) 均在上存 在唯一 的整体经典解 « eX ^, K 
必要时修改对*在区间 I0,co) 的一个霉测集上的数值后,对任何 


: T > G ， 有 

« ecao f r ]；//^( R -)), (5 31) 

CC [0， ri ; H ‘（ R _))， (532) 

«„6< ： ( 【 0,T1W 1 (R_)), (53i) 

为了证明定理5_1，任取 

“X 山 (5-M) 

由求解下述线性波动方程的 Cmchy 问题 

|a« ™ P{Du,D x Du) (5J5) 

I m m 

* h (加十 2 2 a of { Dv ) u tXj -h F { Dv ) 3 

p.ivl r ® i 

f 通 o: k ■ BtpOc), «， ■ (.5*36) 

定义一个映照 

T : v u — Tp m (5.37) 


和上章 5 8 中一徉，我 们要证明： 当 s 及 E 适当小时，映照 f 将 
映照到自身，且在义，,, £ 的度 Mhffi 缩，由此就可得到所要 
求的结论. 

萏先指出，完全类似于上章中的引理8.2,我们有 
引理 S .2 对任何 KX 山 必要时荖当备改 ，在区 词[0，《) 
的_个岑测集上的数值后，对任何 r > 0,為 

M 蠢 fve CCICKT 1; 妒 + I ( R 0), (5 J 8) 

% (5.39) 

L w (0^；^ "' CR ")). C 5.40) 

此外，易知我们还有 

引理 S .3 对由 (535)-(536) 式决定的 w _ u ( t y x ) - 
次《(0，.）（/ — + 1) 之值与的选取无关 ， a 

迖《(0,*)_0) … 4). (5-41) 

此外.还有 
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|| D 我 C 6, (5,42) 

其中 C 0 - C 0 ( s ， f ) 是一 个只与 s 及 f 有关 s 而和 v 薦 pU ^ x ) t 

的选取无关的常数 
现在我们证明 

引揮 S ，4 当6及底适当小时，映鲈 f 将映照到自身. 

证我彳 ：( 要证明：当3及 S 适当小时，对任何有 

m — fV€X Jt fi ， (5.43) 

即 

D,{^ — suv ■〜〔，，■ )Jiv 《 E, (5,44) 

p > b 

利用引理 2 J , 对任何多重指标 4 C *1 < 0, S (5,35) ^ 
得 

□r 〜一 r，ow + D c Ai Pc^u 

. ii < i 4 i -> 

— C kt P { PiDvM , Du ^ 

\i\^\k\-^ 

- S + )(r 〜)… 

4 fc )« E /*■ t 

+ ii^ + (5.45) 

其中 

% 

G t - X! - h n ( Di ^ ti x Xi ) 

+ A fl (L?eO ("»*,*, — U 〜) r 内 ）1 

_ 

4- 2 ( 以 ）《(。） 一 %(o^)r*«^,) 

# «i 

G^ t - rHF ( z ? v )) + s 

■ 

+ 2 2 十 F ( ptf): m (5 M 7) 
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记 


— + i | r ( Dr ), 


( M 8) 


C5.4S) 式可改写为 

■ P 

1 _ i i m t 

』 G 十 G,_ lm (5.49) 

利用分部积分 ，并 注意到 ^6) 式 8 有 

m 

一 "( 叫 ）（ i A|< U 尸 

« j 瓤， (加)吐 Wr , ("«)『办 


j R ， "(關 r *“ w «).々 

H 々 (r K 

- j K , <iADpUr^u) tt 0^uh^t 



da § i { Dp ) 

Ox t 


{ nu ) Xt mu)M 



n 〜 （ ZHK / i ),"*") ■.厶 

da ^ D j ± n*„h w p 々 

Or 


+ i, 4 d ~ i{ £ y — (r*«) # .cr*«)^x (5.50) 

及. 

一 2 j fc _ a^Dv^uX^uUM 

- 2 j 〜(制("《),(”级),【々 + 2[ ?,(_%_! { T^uMdx 

- B J a ’ Qx ^ 




(5.51) 


* i^a ^ 




干是，用 ( r *«> f 乘（5.49> 式的两端，并对，积分，可得 


d 

2 h 


( ii ( p«),n 


“/•■ Jr 


- S ' ir ^) t 4 ( r^\dx 

… ， JR ax . 


- S j H# da "~^ 〔 r 〜冰 + j R , (r^),(c* 4 - n 


I 是 I 


tx 52) 


再对 £ 枳分 t 魷得到 


urv^o>,ii j + S j • 吣 ( 歸， 

“ ： r.i • R 

* 0 Mt 3 *)) rf dr ~ UT^^)) t \v S i 


( Dv ( O t *^ 




(rvo*0), r (rMo^)) r ^r + 


.5i：( 


V 〜（ PKf ，♦)) 


(Jt 


.(/ *«《 r ，* J )” s (f M(T ! i - l ^ V r 






Sf；( 


Oa ff ( Dt/{ 


m 


)) 


dx . 


，• ））_ Wr 萬 . H R ， y/r 


a gUF (^( r ? Q ) 

dz 


< l k u { T ,> )) r ,( r ^ r t - )UJ L \ R M t dT 





I 


0 


f 


0 


，-; MI mU ，. )) f ) L ； . K T ^ 


( Ur , 


4 


)),11 



(r*«Ct )) r ) t i, s -,rfr 

S ( h - a^DKUp-jjtrvco,.)) 

•* d A. J 


i 


^in 




* 


(5.53) 


( r ^ co s+ )) Ki dx + i + ii + in + tv + 

注意到 (5,8) 式， 并利用 (5.20) 式 ， f 

包丄处 1 L，/U < C (\\ Dv ( T ^)\\ w n ^ } 

1 1 扣 iL ' R ' 

+ | V rr ( r ，^ ) ? 1 Du { r , - ) l [^« J ,*, 


< CE a (\ -¥ r ) ■十 \ 

由于在 （5 J 2； I 式成立时， 

{^(1 H - r ) ^ ^dt ^ C t 

并注意到 (2.31) 式及 D f {^} 的定义，易知 

m < ce ^{ u \ 


(5-54) 

【555) 

(5.56) 


同理 


< Ciy ?/( r , *)|? p^S CE a { \ - t - r ) 丁 \ ( 5 . 57 ) 

于是也有 

|1 I 1 < CE - D ：(«). (5. S 8) 

类似地有 

| HI | < C £-»；(«), (5,59) 

卞面估计 GJi *.) 的 P ( K _) 范数. 

在时*由 H 6) 式 c 其中取 r ■穿 -2 及 /^ OO )， 
l!rnA“ （ i>iO »， F ”） 一 b if (Dv)r k u UI9 |j 
< C ( t ^ CD V )\ f ^ hl lDuH rtt + SlM ^)|| rJO«| r t ^), 

(5.60) 

由于 X itfe 及 (5-8) 式，利用 (4.-40) 式(在其中分别取？ =00及 
夕一2> 及 （5.20) 式，有 

l 〜( Oi < r ，.)） r 《£^ Lj + ，i c \ Dt , \ J ^ LJzi \^ (5.61) 
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< CEHl + r ， 宁' 

n 9 i ( Dvft ^ y ) ir .< Ct 陶士吨|] 

^ CE^l + r) _ 宁 —(5.62 ： 

将 (5.6!) — （5.62) 代入 O _60) 式，并注意到 （3.45) 式■当 1< |*|<^ 
时/可得 

lir 身 u“ （ D & 一 各 ■,(z>ior**i K ”it / 3 fR _， 

< C£«(l + C5-63) 

在 UI _0时，上式由于其左端恒为零，故仍然成立. 

此外，注意到引理所示的换位关系式，有 

< \( 加） Lwjr 、 … 一 （ rk)yn L ^ t 

〈_|队 

< CE °(\ + r ) ^ a 0 ,(^ r (5 64) 

? J : 意到 （5 砧 MI6 4 ) 式以及对 G 4 中含的项的类 
似的佔计式，就呵得到 

< CE-( \ + r) 巧 .DJjO, (5,65) 

从而得到 

|IV1 < CE^jyXa), (5.66) 

现在估计的 L 3 (» B ) 范数. 

对任何多®指标 h \ n < m _ i , 由 （ us ) 式（其 

中取_2及 p _ oo )， 并注意到 （3,45) 及（5_20)式，有 

||r ( 办 , ii>m' < !1 办 “ ⑺小 !，” _lr— 

< C (|/^[ rf[i _^ } + WDuWr ^ ADui ^^^) 

m \ Dt/ K.[l^ { ^ CPU 十 O UXuX (5-67) 
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类似絶，有 Id 

此外 < 对任何多重指标 l n < !4 I < h 由 （5.9) 式及 （4.32) 式 
(其中取 r u q 沿2及 p ^ oo ) % 并注麻到 (5,20) 式，有 
11/^( F ( DM )}« Llik . < Cl F ( Du )\\ Ti , 


< CE l ^(A 4 - rY ^ \ (5.69) 

由 （5.67)— (5.&9)式_訧得到 

) i !< CP(k + r >— 宁 "( E + D t M) r (5,70) 

从而得到 

|V1< CE*UZU «) 十 0J(«)X (5,70 

由 （5-56)、(5.58)—(559). (5.66) 及 （5,71) 式，并嫌到 
(5.10) 式及 (2,30) 式，由 (5.53) 式躭得到 
HD«( i ,OIIL< C \\ Du ( 0 ^) fi ^ + CE^EDM 4-化（《))， 

V« > 0 t (5J2) 

从而甶 (5,42) 式，就有 

D,UX C(|U^(0 # -)lt reJ + 〆 D» + E i+ ^} 

< C(e + D r { ti ) + 五 l+ ; )• (5.73) 


由此，只要选取 e 及 E 适当小，（5. 4 4)式就一定成立.引理5. 4 证 
毕. 

引理 SS 当 s 及五适当小时，在 X •怎 上定义的映照 f 按空 
间 x T _ llh 中度垃是压缩的，这里 

X g - lJ: — {u — 

~ — 0,1, ■ ■ • — 1)} ， (5,74) 

其中 

D,^{u) — sup||£>v(i f - )* r rf -i* (5„75) 

I 

而中的度量定 乂为： l€X 

卢 O, 多） 《 />,_*(.i — v). C5"6) 

_ - 



证 任取由引理 5 .夂当 e 及 H 这当小时 ，言 

ff € X ^ (5.77) 

记 

y* ™ 5 — D 、 u^ ^ u ~ 5 fl (5,7S) 

我们要证明:当 e 及石适 3 小时 ，4 在 [t 常放 1 <1， 噢得 

p (« t M ) < #(^，£0， 〔5,79) 

即 

D ^ i ^^ TiD ^ Un . (5.80) 

由映照 f 的 A 义， 

** 邐 

| V：， XI a f { D：^ rj - 2 j ^ a t { D ^ T rf - F *. (5. R 1) 

i U， i * I 

[t -0： f /* -0, uf -0 t C 5.82) 

其中心由 (5.4 S ) 式定义，而 

F* _ 2 (心 （£>?) 一〜七 + ? XI (〜（口5) 

a w ■ 1 r -n | 

— a .(Dn)S …+ F ⑽）一 F(DP)_ (5,H) 

_似于 (5-55) 式，由 (5.81|-(5. S 2) 式 ，幷注 意到引理 5 J , 对 
任何多重指 tel、^(.^i < r - 1), 可得 

I[( 厂 •))/!/+ 念 a t (D^(T^)Kr^(i M )') Xf 

1.1 ^ 


JW 


W 


( r^( t ^)) r dx 


.?, L ( 


1 




w ( 


■ 


)) 


A 


(心 u,.)) r 


dr 


习 1:( 


Oa,XDv( t ^ )) 


(Xc 


■ 


( r ^*( r , 0 )^*( r ^( r f .))-)^ n dT 



da ^ D ^ r ^)) 


( r ^( r . O ) r , 


a 介十 2 〜 *0,0),)lv r -dz 
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+ Z \ C ^ l - i( r ， a )，(【(•'■))« )2> / 

+ 2 (\^ + (r,-),Cr^nT,0)rW- 

』 1 + U 十 III + IV + V + VI, (5J4) 

其中 

G, - S urw#mp - ^(D?)r^u%p 

j ■—! 

十 M 沉） - 〔"》*),〜）} 

_ 

+ ? {(r*(a f {Dd)uT Xl ) - 〜 （ D; 〕 rv ”） 

1-1 

十 fl3f (00(r^, 一 WU ， (5.B5) 

c k ^ - S 〜 r _ (ir 〜(⑽ 《U 2 文 

“•KU^p/- c 

k ( 5 , 86 ) 

d , - W ) + 2 w *). (5.87) 

ill<Ul -i 

完全类似于引瑰 5.4 中的证明，可以得到 
! I j 十 s II | + | 111 | + | IV “ + 1V | ^ （ 5,88) 

剩下来 R 需估计 VI. 

由假设 (5-7) 甙， 利 用定理夂8中的 “74) 及 (4,7?) 式，并 
注意到 （3.46) 式及 （5.20 J 式，对任何多1指标 i (W 6 — 1)， 

可以得到 

< C£^(l -h (5.89) 

同理有 

( 邡） 一 〜乂阢 )) 屯 ”11/^_, 

+ 0 士 ^ A_iC〆 ） C^l <s-i\ 

OM) 
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这租，在得到(5.89)-(5.90)式时，本质上用到< B 这一事 
实，这说明了为什么只能在 X ^ ufi 的度量下证明箅子 f 的甩缩 
性_又由假设 （5.9) 式， h 用 （155) 式，并注意到 （3-46) 式及 
(5-20) 式，对任何多重指标 i (1 M ，也旮 

- F(D 樣 > 

< f F(d F(DtOb.-i 

< CE a (l + r ) _ 〜 (5,91) 
联合 （5.89) — (5.91) 式,就得到 

tl^(r,*)^><CE-(l + 0 (㈨ <,— 1 )， 

(5.^2) 

从而有 

\ VI \ < CE - D ^ Xu *) D , (5.93) 

将（5.8吣式及（5.9 3 )式代人 （5,84) 式，当£适当小时，就可 

得到 

(«^) < ce + DmO *)， (5 94) 

其中 c 是一个正常数.于是只要选取£适当小，就可使 (5.80) ^ 
成立.引理 5 J 证毕. 

和上章5 8 中 一样， 有了引理5_4及引理5.5,为了证明 f 在 

空间上具有唯一的不动点《 6 

u — tu ， (5, y 5) 

从而耵终完成定理5 1的证明， P 铕证明 
引理 5*6 是 X —上 中团子集< 

证只要证明：茗 

h (5.96) 

迓当 i - 时， 

• _ ― ^在 X ^ i h 中成立， (5.97) 

^ € X itEm (5.98) 

事实上，由（ 5 * 96 ) — 易知对任河多重指标 
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T h Dv $ -^* T^Dp t £. L ^(0, oo ： L l CR m )) 中 _ * 收 汝， 

从而易知 a %) 式成立 + 引理 5 -6证毕 T 

§6非线性右端项显含“的清肜 

6*1 引吉及顸备*项 

在本节中？^考祭非饯性右_ F _ F ( u , D ^ D v Du ) 

“ 的请形 ，其梠 应的拟线性波动方程的 Cauchy 为 

_ _ 

I 

u t — Am «= Y ) 〜0, £?•、)《, ” + 25? i »， Dn)“ iXi 

I ，- J W J I 1 

' + F(uM, ( 6.0 

t ~ 0； u u t ^ 

其中 

Du 级 ( w ” jy “ (6,3) 

e > 0 是一个造当小的 IE 数，而 

(6.4) 

令 

i — (义；人 ，，一 0，1，” - ，”） ， (6 S ) 

假设在 0 的一个邻域，叼如说在 U 1 名 t 中，仍耸 (5.6) — 
(5.11) 式成立，找们费证明：若空间维数满足杀件 

n> ^±±±^±^ (此时 2 )a>l) i 

2 a \ 2 \ an ^ / 

( 6 . 6 ) 

只要 e > tj 适当小，拟线性波动方程的 Cauchy _ (6.1)-(6,2) 
必在 * > G h 存在唯一的整体经典解*且此 解在* —+ co 时具 
有一定的误减性. 

下面仅？ r «<3， 从而《> 2 的 堉形证 明上述结果，在《 
>4的悄形，上述结果刁以用更为的方法得到（参见孪大潜. 
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陈釣悔 [3 1). 


为了证明上述结果，我0】，要下面一些估计式. 

引 斑& 1 设 “*=^( 13 ) 是下述非齐次&动方 1 > 4 的 Cauchy 

间 M 

/«« "- A« — F(i f jr), 7) 

1 本《 o: u ^ /(^), u t - ( 6 . 3 ) 

的解 JU 估计式 

^V 1 ! ' W:R、< (C /| Ar' + I 彳 R. + 

( V (^-) I^^ a \ vi >0 (6.9) 

成立，其中 满足 







( 6 , 10 ) 


而是—个正常数. 

证在/ 7 = 0时的结果见 W . Von Wahl 1门_苒利用 
Duhamd 原理，鱿得到所要求的结论. 

引理6,2设 M « u ( t iX ) 是非齐次波动方程的 Caucty 问 
题（6,7)-(&8)的解，则对任何■整数 iV >0 P 估计式 

* )[Ir^^ L ^ 9 H~ Wj(0 p *)| r t v.f 

+ (:MO ， U 士 v.>0 (6.11) 


is#(f ，•） r.w.f < C(1 -f- ;) 1 p )(i 、 <d)llr.iv+. +t .* 

+•+，■，+ ^ : ^ ) r ^ + n +1 .^ rJ , 

Vf > 0 (^12) 

成*，其中 « > 2, /?> 2, 4 满足 （6*10) «： 是•■个正常玫， 

f |« (0» ■ ) ll 4 .v j S 分 Sj 记 1 W ( f ，-〉| r.w j 及 

|^( f . OiLr -^ ■二 U 时之值咎等， 
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证对任何多重指标々 （IW 由 （2 J 6) 式并注意到 

(6.7) 式，有 


- (6.13) 

U\< k\ 


其中是造当的常数.于是由（^”式，并注窻到（?.30》式， 
可得 

|| 厂 *«(“ ■^X( 〜 (G ， ，） ir.w fc 2 + XGj 

+ (6.14) 

由此立刻可得 （6.11) 式. 

再由定理3,1可得 

■ ' ■ 

oilr ， 加 1 c t + o ’ * 1 ^o^*y i r •v+ ■+(,，. (6.15) 

联合 （6,14)—(6.15) 式，魷可得到对任何 P >2 有 

I «(^" ) Hr 9 w ^< C 工- H«OtO J r u.n 


< c(i + 0 ’、 

+ 0 3 

+ ■沁 d)l!r 


^{ iKO . Otlr . 


+ i *» 


( 




a 


N +- 


■ ■ 


i 


_ 


F ( r ，.）| l r .„ +-+trf rfr 


t 


Vi >0 T 


(6,16) 


这就是所要证明的 （ S . I 2) 式.引理 6.2 证毕. 

引理 6.3 设< «,则对任何具紧的函数 w 
当下式右端所出现的范数有意义时，有 


其中夂满足 


ll^J L r iR m i ^ 



(6.17) 

(6.18) 


rffir 是一个仅与”及#>贫关的正常数. 
证 Ui J , L . Uons Uh 
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推论 6 J 设 2. 对任何吳紧文集的函数 

则必有 

其中 

1 1 1 

«p - ' a K ■ — — , 

r 2 ft 


5=5 «OO t 若 
(6 19} 

( 6 - 20 ) 


而 C 是一个仅与〃有关的正常数. 


62度*空间 X 一 

仍由 （5.U) 式来决定适当 j、 的£,> 0. 为下文的鬵要.我 
们对任意给定的整数 s a > n^b 10, & + » + 1 s — 9及 
正常数 E < £„引人如下的函数集合 

Xs ^ {p ^ < 丑， 

div{i)^x) (/ = 0 , 1 ,-^ y s 4 - 1 )}, ( 6 . 21 ) 

其中记 

A » — sup (I + O’Wg) 一， 

+ sup >(r, O'lnw + sup -)lk f +.,j» (6,22) 

，>U I>0 

«s 0 ) — s<pO)，《i 】〜 帥 00， (6,23) 

而 a-2,-^^4- 1) 是形式上由方裎 (6J) 及初咍条件 
(6,2) 所唯一决定的解时 * 的偏导数在£ = 0时之值， 
是具紧支集的适当光滑函数(特別在及 
^为函数时,它们也是 Cf(R*) 中的忑玫）. 

在 X V ,, E 上引人如下的 度量： Vv ^€ X t& ^ 

p (云， 5) — O , “5 — 穸)， (6,24) 

和引理 5.1 完全类似地证明》有 

引 JP 64若 s ：> 0适当小, K] X t ^ E 是一个非空的完备度 

董空间. 

以下记兄 3 .^为 X i 0 ^ E 中对任何固定的£為0值，对变放 
^为紧支臬的兀素的全体所形成的 r 集. 


■ 
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fi-3 Cuiichy 问鐘 (6.1)™(6J) 的瘙体经典解的存在 唯_性 

现在我们证明 

定理 6L1 设 n>2. 假设 （ 64)—(6.5) 及 （ 5_6)-(5.H ) 式 
成立，并设空 N 维数满足 （ 6.0) 式 . 则对任何铷数 & > c + 10, 
心 + « 4 1 4 f < 2s 0 _9, 存在适兮小的正常数 e u yctCE^)， 
使潯对任何满足 0<eO。 _ e ， Cauchy 问题 (6.t)-(6.2 ) 均在 

t 々在唯一的整体经典 解以定 ...《, a 必货时修改对^在 
^1^1 10,CO； 的一个零劎集上的数值后,对任何 T>\),n 

(R *))， (6.25) 

C([0,T] ； H(R')), (6.26) 

u u £Ca^,T]：H 乂化））， (6,27) 

为证明定理 6.1, 任取 

M K^e, (6-2S) 

由求解 T 述线性波动力稈的 Cauchy 闷题 

口《 ■ f (^u Dv^DJ)a') 

i« _ 

:金 S 〜（心仏 )"，- + 2 Z a ^ii v » Ov)h ^ + FCvj Di/) , (6.29) 

■ I =r l 

4 ■ U: u D Sf/>(.jif) 3 « = e^(a?) ^6.30} 

定义一个映照 

Tit/ —> u = ^(6,31) 

我 n 紫证明：当 e 墁 s 适当小时， f 将 h e 映照到自身， 
且具有一定的吒縮性，由此就钉得到所资水的结论 * 
mi f 引理 5,2 及引理我们有 

5 IS 6.5 对任何 v € X ^ tn % 必货时适噌挎改 f 在区间[0, 
oo) 的一个零澜集匕的数値后，对任柯了 > 0,有 

« ， fv€ CaO s T];//^ l CR'))* (^32) 

以 c([o,ri;/mo )， （⑶) 

如 ttOMV 』 d ) 入 ^34) 

* 232 * 



此外，对任何固定的 r ^ 0, ^ - 对变放 x 为具紧支集的 

证引理前一訊分的证明_上一章引理 8J 的： F 明，引理的 
后一部分由 (6*4) 式及对双曲扛方程而咨扰动的舍限传播速度吋 

得. 

§13 6*6 对由（6.29)-(6.30)式决定的 u =» — tu ^ 

9J_(0，*) 篇， D_1 ，…， j 4%2)之値 的选取无矣， 

且 

9fwf0 s ■ ) ^ « C 5 00 0 重 0,1 $■ - - ,5 1} # (6J5) 

此外，还有 

l |«(0,-)[| ru ^- J -、0>，） llr .,+“ 4 < d f 6^6) 
其中分满足 （ Ht )) 成， C 。*« C o 《 s ，0 是一个 1 和 s 及，會关，而 
f " = X ljrIrE 的选取无关的常数. 

下面我 n 证明 

弓!理 q 当芯及 e : 造当小时 ，腴聯 r 将 略… 映照饨 自舉, 
证由引理&5,我们 只要证明： 当&及 A 适当小时，对 f 壬何 

以 U 

« -> fV€ X g ^ fnS , (6.37) 

即成立 

D (dif («) < E t (6 W ) 

将 (6.12) 式（在貧中取 ：V =■ j 。， /? =- 向用于 Caudiy 问 
题 (6.29)-^.30) 4 并杜意到 j > Ja + ” 邱得 

IK，，)l r— < “i + 0 - : 1 丄卜六 - (ll«(0,O -r,, + . +l 4 

+ 乂 （0 ，.）Hrw 十 *+h + j P(p ， DfsD/«)(r〆）_., +il+w dr J 

< CC1 +〆 ） 、士)、 IKHj + U"’，0 r — w 

+ 1 ^\ P { v n Dt ^ D x Du ") Ct 9 *) SIj (6.39) 

其_4满足 OvlO ) 式. 
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由 (4.50) 式， 注意到 f + « + 1 及 Sa > _ + 10 , 弁注 


意到及 D » 的定义，有 

ll 古 _/( 卩， !f 『 . ， ,+ ， +i ■分 


^ ^ {i ^ ' r f(4fl+： i 

■ • ■ 圓 L B % V CP 

L 2 J 

+ ( r , l a +-+*.2 + 叫 ThIb +.+{•!> w l ( 

r 




< C { + i.i 

+ ( I 外 

r.“j + 1 M r T *ii )1I'UIN!^ 

< CE\l + r ) 宁 (’、> D …人 u ) ， 

同理有 


(6.40) 


kO ， IM 〜， l r . ， : +a+ u<f:Htl+f)— 1_ (‘- 】“ > t {u) M 

( Ml ) 


又由（4.?3)式,类似地有 

! ! )« T ， i 3 +^4 i.ff ^ C (」 i / + ' 加：如，+ 1.3) 


^ C£^(l + O - 宁卜:> , (6.42) 

将 (6-40) — ( M 2) 代入 (_ 式，利用 （6.36) 式，并注教到 
在 （6.6) 式成立时有 


躭可得到 



(1 + 0 _ 2 ^ < C , 


以 0+0 讲士 、 m 


< C,(e + 汐1>» + 石…)， 

> t 中 C , 芒一个正常数， 

冉利用 (6-11) 遘(在其中敢 W 找 fl ] 翁 


( M 3) 


(6,44) 


* 


304 ^ 





+ 』 P ( rsZ )^ t D 4 /7£ i)( t t *) ir ^ i -^ r j * C 6 4S ) 

It 中 4 满足 （6.1 G ) 式. 

義职于 （ MO ) — ( M 2 ) 式 •并注 寒到 i <2&— 9,我们有 

d,( !<■ ， z>_) er 尤 || r … 今 4〜 (ts o〆)f-/— 

<i C { i s </ l f % f ;】+、.，"“ I jr “+ i,i + 、化 r . i 。+ 卩泛: r ”,*) 

' 1“ l 『0 „ff H r r, w 

( Vl r » i.2 + 仏 r **_ i ) Wlr .. r -- :夕，1?:二* 

< C£°(l — r )’ 气 l(1 ■士 > D »， (6.46) 

…） iU .,< + 11 仏 

< f :( 以 l r，i + * Dv 「， , ， i) v ni 0 i*« 

^ C £ ,+ ，（1 十 r ) 宁卜士 (6.47) 
将 (6.46)-(6.47) 代人 (6.45) 5 并注 E 到 (6.36) R |“3) 式，就 
得到 

sup I « (“ •） r 4i j < C!(S + E ^ D ^ Xu } + £:“），(6-48) 

J >Q 


其中 C f 舞一个正常数. 

下面我们来估 i*f iiM >， •)“•，• 

类似于（ 5 _5 3 )式，对任何多亟指标 々（ id <^+ o , mi 

有 

iW *，)),'】 十念 | /“0(，，-)，0£<， 〆 ）） 

“/■t 

♦ ("w(“ 0 )W 4 «(*，.)),, 办 

— ! (/^( o ,-))/^ 1 + X ， [ n 氕 0 ( 0 ,.),£^( 0 ,.)) 

* J ft 


- (rMD)Ko，-)) 〜厶 



dfl 0 (汉 （r • 0 ， 〜 （ r ，， ）) 

iJt 


(〜 (r ， 0)," 
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£ ^ R 


dx —— 


: e r 

__ i \ 


da ^( p ( T •)) 


dx 


•(r 〜 (r,)) 〜， (rM> ， o)j ， dr 

Ws 



9^( t ^( r f Q ^ Dt ^( r > *)) 

: mm m L m w^i : —» 


( rs ( r,.» T 



+ 2 {:( …， •)，( 「也 





21 (^*-. ( r ，，），（ rMr ，■)%) dr 

* L \ h m } 


CrMo ^)>,[| 


+ wm *. 

* (rM0,O)x+ ! + II + ill + SV + V ， (6,49) 

其中 


■ 

f H j ■ 1 

+ WD ( rHD } 

H 

+ 2 S KP ( 〜（〜加)〜 ,） 一 


+ A r O ， £^H:r*w, rr — (r(6.50) 

c k . t - r*(p ‘ ， d")) + 2 “" 念 &, (心 P") “… . f 

1 Jk H i r i m t 


+ 22 〜 0»〜+ F(p^Du} Y (6.51) 

f ■ t 

由 （5.8) 式及 ^, fc 的定义 ，注 意到由 Sobolev 嵌入定理旮 

H ^-( ROCL ^( R -), 连续联人， (6.52) 

并注意到5,>« + 10,魷岈得到 

dflf” （ £ ； rr, ，）， iV(r r *)) f 

< C(j i/(t»*) 1 ： l^r ,, > 4 - Dp(t m 0 + I O x-(Rr)" 

< c 没 0,011?4. 在 山 ■. 
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< CB ^J + O 


f 


(6A5) 


从而由 U 43) _注意爱 _ j 的定乂及 (130) 式，有 

HI ^ C£^(«X ( o .54) 


同理有 


Ull ，_ 


(6.55) 


ymm qu ，*) 的麟•若 ui -o, 践有 

^ 1 时， EhUH 2) 式 （在 搏中 取说一 

^ 法置 剡推论 41 及 （6,52) 式，并注意到 f < 2 i *— 


9, m 


則〜） 一心身)〜_知_> 


(CVM !1 

广 1_ +， r 

+ -£ H | 

f.r+L.J 




I 


+1 


+ 伽 U〆 々件卜 > 

^ cdlCi/fl … ㈣ ；心 h ■ 

rM*ia r i-r m 卜 w 「•[— r J+- 

+ ,jL? “ 卜 •） 


< c( y^]|r..M.i # fV,y 和 Dm 

• < C^tl + O’' . 卜：卜 D f ^M, 

C 6.56) 

其中 r 满足 （6.20) 忒, 又类似 T - (5+6*0 汊，此时有 

u>. t ^,Du){ru^ - (r 〜 u 加、 

< C(|Ml ■十 Du\\ r L lt lV 

< CPU + r)^ (l " - »). 

(6-57) 

对 q 中含叫的项成 0 [芯类似的估计式，于是有 

!! f ?*( r ,->! l ^ R - < C£-(l + ^ '丹-士 〜■■(»)， (^. 58 ) 

从 f 7 u ii、|M i J 式就傅 
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{ IV | < CB^DlXuh (^59) 

最后估计的 P ( K _) 范 t 对任何多重 指标“ 
III < l 々 l _ 1 < “ 类似于 (167) 式,同理有 
| J Pib J ^^ Du ) u £i , )|| h \ ^ 

< c UWliv ⑷ w + (IkJr*^ 十 U Dt ， ilr rf ^) 


< ilMli + ( yirw + 
"^ 1\{|] 怖 《« ” 卜“?•{喜 J+3,*, 


< C {|| Hlr . 0 ^ IIO«ii + UU _ iw ) 
• Nrw 卜 >1 K 4» 


< C£"(l + o * l 』 D »， 


(6.60) 


对中含％的项有类似的估计；又类似于（ 5 * 69 )式，有 

lir ( F (如，伽 )）1^^ < CflF ( isDtOII/w 

6 C ( Ii ^ iir ^+ ! l ^ i !, rM j . kii * p[ihL _ 


< C (卟 IIjw 十 || Z >^|| r ^) lkliU « 

< CE ^{\ 4 - O — Y 15 (6.61) 

这样，剩下来只须估计 r*(F(tsDtO) (m 〜 + 1) 的 L 乂 R”) 
范数. 由定理 4, 9 , 并利用推论我们有 

< ⑩ UkBU _, 


< C£ l+a (i + O 士)' 

联合 (6.60)-(6.62) 式，就得到 


(6.62) 


!! ■ ) l ! L *< ii*i ^ C £* 〔1 + r ) J ( ‘■_ (£* + %■/«”* 

(6.63) 

■ 
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从而有 


|V[ < CE ^ ED ^ t W)-h (M4) 

由 (6.54)— 【 6.53) ， (6 : 59) 及 （ 6 . 64) 式，并注愈到 （ 5 率|式 
及 (6,36) 式，由 (M9) 式 fJt^U 判 

+ 以（£认 |U) + D: •如 ））}, (6.65) 

从而有 

sup 0£>«(%Olr M+ x^< C,(e+ E^O^Xu) ^ 

(6,66) 

其 rfi C 4 是 一 ^个正常数. 

联合晷4.、 C“ 獅 (6.66) 式就可 得到： R 要选取 e 及| 
适当4、， (6.38) 式就_定成立. 弓丨理 6.7 证毕. 

引理 6.8 当 e 及 / ri、Vj •时，奋 x tu .. >£ 上定义的映照 f 桉 
空 w X,. 1.^1^ 中的蝮 k 是压缩的，这里 

d^(Q,x) — u ： (s)0 — Qil,* ■ - w)}, (6.67) 

其中记 

一 5冲（1 + ■去） >(/, *)Ii„ _ fv41fc 

j >a " 

+ 啤 >(/， O V“ j*j + 卿如（，〆 ） IId , ( d .68) 

r^i ^ 

而 中的 &W 为： Vr,vf 

pii % b ) — — ^). (6.69) 

证任取足”山由引理 ,6.7, 尚 s 及■适当』\时*有 

« 【 fb，U -= fif ^ X, , j£ . C6*70) 

E 

v* ^ u — ^ u u 9 (6JI) 

我门焚 ：！ 明： 当 e 及 △适当 小时 ，存在 正常数 》?<1» 使得 

卢 (i，《) < tjp (^ 5 tr)t 16,72) 

即 

w 乂 〆 ） ■( 〆 )_ (6.73) 

* zm * 



由映照 f 的上义， 



n 





m 

i ^ a 


« F* f 674) 

C 6 J 5) 


其中 h 由 （5-11) 式定义 ， rffi 

■ 

^ V ； (心，邡）一 

iji-l 


+ 2 i ](〜(;》— n ,{ i >, Du )) u SMi (6,76) 


+ f , Dp) — 厂(办 jDI 5 ). 

类 PT f 639) 式，注廬到引理 6 . 6 前一部分的结论，此时有 

j|lJ J + 5 llr-1 tam 

一 ® 

< c(i +1 )-^ (1 -— 1 [V.+ S 办 uC 。, 邡 

+ 2 旮心，沉) (6.77) 

I - 1 

类似亍 （6 j 0) —(6*41) 式，找们有 

- ^ _ < 

,』+ ? 5 j 加 、 rt 't ,卜+•.礞 

I * J ■ I 1 w I 

< C £^(1 4 -。宁0-士、1『_ 一(《”， （6,7” 

再由 （4-56) 式（在其中取 r <= ^, ^ = 2, P — hw Jk i — ^ n ) ¥ 

注意到 X 〜. fi 及 D t 0 ^{ v ) 的定义*并注总到，会 &十《十1 
及 &>/：+ 1 G , 有 

l \ F ^, Dv ) - Fi ^. Dmr ,^^ 

< Vi ’】】』, '”】 +l "*( |! H _+ ■ +lpj +唧，.〜 +d +s 

+ C V rwj + l|D〆 1「,* 0 +_^1) 、 il 5 : 卜 

+ ._ _■，， 卜^^ 卜 an 十 〆 、书一 厂 


灞 
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< CE a {l -h r) ’— ( 卜去 i^79) 
又由 （4,73) 式及 (4 J 6) 式可得 

|(*,,(5,05) - b^.DmK Ifr aiu.+ w.ljr 

< 十 r )- V ^ ^V ti ,( ■ \ fMO ) 

塞实 h ，当 a > 2 时，由 (4"6) 式(在其中取 r ^2 9 


- 心 ( 及, 阳 ))s T 〜 !l r ,^^ 


< c 


i.i 


r^H 


J o# 


«+ , rd# 



i * M e t t f + M ^ 


阳、， 4” 卜一（ 1〆 r.,^.,3 ^ \\Dv |' r ^+ 


• r{iy hu an + >l'r.{-jll + i^l + 



k*i 


r * 




t ^ a 


an 


r " u +# +i ►/ 


⑹ 1 


r,^+*+ipi 



-(F 『 '”_5^1 卜 ，13 + ㈣ r,[u^l 】 +wji) * (6.81 〕 

注 U j !> J 0 + n + 1 及 Ja ::n + ■、 并沙意入、 5 
D to ^{ tO 的定义，就在 《> 2 的情形得？」 （ 6 . S 0) 式，而3 « * 
1 _» 由 （ 4.73) ( 在其中取 r = ?，《? — 2 ， p — “/!-=» 及 

， —A + ») ，有 

||( Wh 见卜 M >， Z^)Ur 

< r ;(1 瓜 ， r _ i a +-+ y 「「〖年 j +u . 



511 


.[ 字 > 


iwn 


( IH —+ l ^ lr . 



m 


a + -1511 


「 ”+， I 


i. 


41*^ 


+ 七书 +lh „) 


+ ( 例 rp 、： | +i ,J 〆 ■叫乎 】u + u j - - 

* ■' ^ - ^ “ 1 ,jr„ - tt-rl ^ f' r ，，作+， +1 一 ） 1 ， 


(6 S ?) 

+ 


m 


2H 


«- 



仍注章到， > b + n + \ R I 0 T 并注資 Si (6.52) 以及 

K—e L : D . +,_,( 〆 ） 的定义， 1 的情形得到 (6,80) A 
>i f m 中含% 的 项成立蕃类似 f (6.80) 的估计式，合并 (6.79) 
(6.30) 式，就得到 

Dnirv〜< + r ： f 宁卜士卜认 —_ >*)• 

( 6 M) 

将 (6,83) 及 (6,78) 式代人 (6.77) 式，并細 ( M 3) A.HtfJ 
到 €1 

SUp (l /) 1 _ 7"’ lb*('，*)V r 0 I •■嫌 

1 

茂中 c 是一个正 ?} rst 

义龙似千 ( M 5) 式，此时有 

,.,<C I L 1 F，+ 

4 

+ 2 E （ 6 _ 3 ” 


t 中？浪足 (6. JO ) jl . 采用完全 ftl 上 :!： 类似的 #； 计就可得到 

sup + ^-*^i(^*)), 

* >§ 

(hM) 

其中 G 是一个正常数, 

最后我 11 咴估计 ! D ，( f，.）『rw 类似于（5別）式，对任何 
罗重指标 H 丨々1 d 有 


« 


il ( rv *( r , _)) f + X 




V ； x ^( r , 0 ), 

- 八 ih 


m 


dx 


2 


l 



9 a"(i^£>;( r，.）) 

dx. 
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OXt 

• ( r *«*( ri .))" W ( r，*)) 7 > R ”.rfr 

+ 2 j \ g t ( r T O . Cr ^( r ^)) f )^^^ 

+ 2 ^ (^^( r ^ OfC ^^ Cr ,* }) f ) L » 

+ 2 J (^( r ,0,( r ^ + Cr ,.))， W >^ 

Jo 

■ 1 + 【I + m + IV + V + VU (6.87) 

其中 

_ 

un(h 沉 )4) _ b^v.Do^u%^ 

i _ I ■ I 

+ \(z ；， KJ)(r w : ■ ，一 （ r*/)v,)} 

■+2 X ： urn 〜 d 诉 K, ) - ^,Dv)Pu^：) 



— (J 、 u s 

(6.88) 

- T, C kl r {] 

m 

C nwv:.,, 



-> 


IV 

+ 2 2 
# " 1 

(6-85) 

^ *r>(F^) + S 

C ki P{F^X 

(6.90) 

“ 卜 

1 


完全类似于引理 6.7 中的证明，考得 


m,!HMuiU|iv,,tvf <c ㈣V: ■叫 (Z). 

剌下来 R 须估 i 十 VI 

(6.91) 


对任何多 Jt 指 G i(]*I <^), 由 （ 4 . 95 ) 式【在其中取 ^ 


衫 * 边通 加），我 1 ;门有 

0-( m ) — r ( KDO ) i!^i 

<1,/^,^)- H 々具 ）llw 


« 


2S3 * 





_ 中对 任邝整 数汉> o 及实数 Ki < p < + 00 )，£ 

l;"r._w ,， ^l.r ( w (? 十 ^I!f,n.^ (6.91) 

注意到 U 卜心)的定义，利用推论 5.1 及 （452) 式* 
弁注 k 到 9 t 由 （6,92) 式躭容易得到 

\\r(Fid,D^) - F ♦ ，璁 ))B 

<CP(l + r) 。 D—H va 

再由定理 Ul ， 对任何多亀指标 i (|,*| < y ) a 类似地可以得到 

lr(0 , 办 W?) - 讲 ）） UUrV 

111\(%(5, 則一 象办， 

( C£"(l 十 ■〜、_!(')• (M5) 

寧实上 ， d m 时，由 (4.104) 式 ({ L 其中取奴！ ■ 1，《^ =加）， 

我们有 

llrcc^c^z?^) - hMyD!>))s^ Xi }\ L ^ 

’ C{ II In^Uil^ ■[峰 1., 

+ ; "*llr 川 !rO 狀 


+ ㈣ 1n 」 R. w P V， ul+ , # 

+ 1!^ 'rpi.rl £ .rO lMfl 恥 r{ J 2 】 + 


+ 11 ^ js^n r? ⑽ 6 ) 


禾 J 用推论 6.1 及 (6.52) 式，注载到 X ,# E 及 D , 


O ) 的定义， 


弁江意到： < 2和 一 9,就在 a > 2的情形得到 （05) 忒.而当 


时，由 (41031 式，可得 

|r((M^/^j — bdJ>>om 
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< CU_r 咖 + 

+1 叫』 I，. )11，^ 

+ J, (07) 

由此类似地就可得到在 S « 1 情形的 (6.95) ^ 

合并（6,94)— (6,95) 式，就得到 

l〔Vk*oiV< CPU + 0宁卜士）£?■—_■(>，)， C6.98> 

R 而 注意到 (6.43) 式有 

|Vl| < C 气一|“”(认一 (“ *) + z>。 一I，))•(艮 99) 
由 t#l) 及 （499) 式，并注意到 （5.10) 及 (230) 式，钛可得 

到 

m P l | D /(， r >| l r .,„< (〜山-.( 〆 ）十 D ■一 ■〜，））， 

(6.I0D) 

其中 G 是 一个正 常数. 

联今（6.8 4 )、 (6.86) U (6_100)式，易知只要选取£蓮当 'Jx， 
就可晚 ( 6?3 ) 式成立.引參3 iiE 毕， 

此外，和引埋 5.6 — •样 ，此时我釣有 
引理 6 J 欠 ■一茫 X f ^ Ui ^ E 中的 fjn 
利用引理 6.7—6.9, 就可以 i 正明映照 t 4 空 ej X v ^ 中興窗 
不动点《€ X s ^ r£i 

u — " tu , (5.101) 

此外，根舻波动具有有限传 播速芨 的事实，易知有 

又。“,“ (6.102) 

从而由引理 6 3,这个不动点也是唯一的.至于定理 6J 的其余 
部分，可以 和上耻§ 8 中完全一样地证明.定理 6.1 EE 毕, 
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